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6 , . Loi néi dau

Loi néi dau

Toan hoc 1a moén hoc quan trong trong chuong trinh phd thong & nudc ta ciing
nhu cac nude trén thé gisi. Viec gidng day va hoc tap moén Toan trong trudng
phd thong khong chi trang bi cho hoc sinh nhiing kién thitc cu thé ap dung
trong cudc sbng va trong cdc mon hoc khdc ma quan trong hon 1& ren luyén
cho cac em phuong phép tu duy 16gic, cac ki ndng lam viéc hiéu qud, kha ning
doc lap va ning lyc sdng tao. Didu d6 sé giap ich cho cic em trong cd cudc
doi.

Viéc phat hién va bdi du@ng hoc sinh nang khiéu moén To4n ludn 14 mbéi quan
tam 16n ctia mdi qubc gia. O nudc ta, ngay tit nhitng nam 60 clia thé ki XX,
cac 16p toan dac bigt da duge thanh 1ap nhdm boi dudng nhUng hoc sinh ¢6
nang khiéu toan hoc, phuc vu cho dat nudc.

Bo sach Mot sé chuyén dé béi dudng hoc sinh giéi Trung hoc phé
thong (THPT) gom cac chuyen dé tu chon dic sic theo chuong trinh danh
cho chuyén Todn ma Bo Gido duc va Dao tao ban hanh. Bo sach 1a két tinh tit
kinh nghiém giang day va bdi dudng hoc sinh nang khiéu clia cac thay co gido
& Truong THPT Chuyén Dai hoc Su pham Ha Noi, Truong THPT Chuyeén Dai
hoc Khoa hoc Ty nhién - Dai hoc Qubc gia Ha Noi va Truong THPT Chuyén
" Bic Giang, nhiim cung cip cho cic em hoc sinh mot s6 kién thic bd sung,
gitp cac em hidu sau hon sach gisdo khoa, chudn bi cho céac ki thi t5t nghiép
THPT, thi tuyén sinh vao dai hoc va thi hoc sinh g101 THPT. Bo sach gom
nam cudn: ‘

‘Mot sé chuyén dé Hinh hoc phéng bdi dudng hoc sinh giéi THPT ;

Mot s6 chuyen dé Dai s6 bdi dudng hoc sinh giéi THPT ;

Mot s6 chuyén dé Toan T6 hop bdi dudng hoc sinh gioi THPT ;

Mot s6 chuyéen de Giai tich boi dudng hoc sinh giéi THPT ;

Mot s6 chuyen dé Hinh hoc khong gian boi dudng hoc sinh giéi THPT.
Cubn sach Mot sé chuyén dé Todn Té hop boi dudng hoc sinh gidi
THPT gom 10 chuyén dé va phan Bai tap tong hgp. Cac chuyen dé dugc tac
gia stt dung dé gidng day chuyén dé cho hoc sinh 16p 10 toan va boi dudng
cho doi tuyén toan ctia Trudng THPT chuyén Dai hoc Su pham hdng nam.
Trong mdi chuyén dé, ching t6i déu nhéc lai nhitng phan 1i thuyét thiét yéu,
b6 sung nhitng kién thitc khong c6 hodc duge nhic dén mot céch so sai trong
cac sach gido khoa phd thong. Tiép theo 1a cac vi du minh hoa cho phéan li
thuyét. Chang toi ¢6 g&ng chon loc cac vi du dién hinh, d& hiéu va dic trung
nhit cho phan i thuyét d6. Phan bai tap dugc chia thanh hai phan: Bai tap
luyen tap, c6 huéng dan giai hodic c6 101 giai chi tiét dé cac ban c6 thé so sanh,
dbi chidu, rat kinh nghiem va ciing c6, ddo sau li thuyét. Bai tap tu giai, gdm
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mot s6 bai todn tuong tu nhu trong phan vi du va trong phan bai tap luyén
tap, ngoai ra cdn cb nhlmg bai toan kho va rdt kho danh cho nhitg ban co
kh& ning c6 thé tim hleu sau hon va c6 diéu kién phat trién t6t nhat kha nang
cua minh.

Phin Bai tap téng hgp gdm nhimg bai toan hay dugc chon loc, doi héi nhitng
thao tac tu duy phufc hop, nhu’ng quan sit tinh té, kha nang phan doén tot
va ki niing xtt lf vAn dé cao dé cac ban thi sic. Qua d6, ching toi hi vong cac
ban phan ndo cé thé thdy dudce vé dep clia toan hoc va nhitng thi vi ciia viec
~ chinh phuc céc bai todn khé, tit d6 tdng them tmh yéu v6i mon thé thao trl
tué bac nhat nay.

Cubn sach sé 13 tai ligu bd ich cho céc ban hoc sinh yéu thich mon toan, tu
boi dudng kién thitc mon Toan va cho cac ban on luyén chuén bi cho cac ki
thi t6t nghlep, tuyen sinh dai hoc va céc ki thi hoc sinh gi6i cap tinh, thanh
phd, qubc gia v ci qudc té nita. Cudn sach cling sé 1a tai lidu bd ich cho cac
thiy co gido trong viéc dinh huéng va bdi dudng hoc sinh giéi THPT.

Ching toi rit mong nhan dugc ¥ kién déng gop cia doc gid dé bo sach dugce
‘hoan thien hon. Moi ¢ kién déng gép xin giti vé Ban Toan - Tin Nha xuét ban
Giao duc Viet Nam, 187B Gidng Vo Ha Noi.

CAC TAC GIA



Céc ki hiéu sit dung trong séch

Céac ki hiéu st dung trong sach

Tap cac sb tu nhién
Tap céc sd ty nhién khac 0
Tap céc s6 nguyen
Tap cac sb hitu ti
Tap céc s thuc
Tap cac diém ctia mit phing
Thudc ; ‘
Khéng thudc .
Chta trong
Chita,
- Hop
Giao

- 'Tong ctia n phan ti a1, ay, ..., ay.
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~Tich.ctia n phin tit ai, as, ..., an.

DsliC=T
P

Hop ctia ho n tap hop A;, Aq, ..., A,

0

W

Giao ctia ho n tap hgp A, Ag, ..., A,



Chuyén dé 1
Tap hop

‘ Tap hop 12 khai niém nén tang ctia todn hoc va nhiéu nganh khoa hoc khéc.

St dung li thuyét tap hop ta cé thé dién t4 cdc khai niém, cac bai todn, dic
biét 1a cdc bai toan roi rac mot cach sang sta, gitp cho viée tlep can vh giai
quyét cac bai to4n trd nen don gidn hon.

Trong phan nay chiing t6i nhic 1a1 mot sb khal n1em tinh chat va quy téc
ctia 1f thuyét tap hop, dong thsi dua ra hé thong bai tap cling cb cac khai
niém, tinh ch&t va cac quy téc do nham gitp ta tiép can cac chuyén de sau
hiéu qué, dé dang R

' 1‘.1 Cac khai niém cd ban
1.1.1 Khai niém tap hdp

Tap hop 12 mot khai niém co ban cta toAn hoc, khong dinh nghia. Thong‘
thudng nguoi ta dung khai niém tap hogp dé chi mot nhém cac dbéi tugng da

duoc chon ra, hay da duge quy dinh tit trude. Ngu’m ta thuong ki hiéu tap hop
‘bing chit in hay chit viét hoa:

A, B,C,X,Y, 2. |
~ Cho tap A. Mot déi tugng z dude néi dén trong A"goi 14 mot phan ti cla
A Ki hiéu: z € A.

Quy udc: Tap rong o 1a tap hop khong gdm phan tt ndo ca. Tap @ l1a
duy nhat.

Khi tap A ¢6 hitu han phan t thi 6 phan it cla A ki hleu la |Ai hay |
cardA (cardinal).
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1.1.2 Cac cach xac dinh tap hgp
a) Liet ke cdc phan ti clia tap hop

Vi du. Tap hop céc sd tu nhién nhé hon 10 1a:
T ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Quy udc, viét T' = {ay, as, ..., an} thi a; # a;, Vi # j.

b) Chi ra tinh chit dic trung clia cdc phan ti ciia tap hop
Vibidu. Tap hop cac sb tu nhi_én nhé hon 10 1a: T = {z|z € N,z < 10}.
1.1.3 Tap con

Cho hai tap hop A, B. Khi dé6:
ACB<«& (Vze A=z € B).

Tinh chét
.AcﬂBcC¢AcC
e AC A VA

e U C AVA

1.1.4 Tap hgp bing nhau
Cho hai tap hop A, B. Khi do:
A:B@AcBmBCA
Tinh chit
(a) A= A,VA
(b) A=B=B=A
() A=B,B=C= A=C
(d) Cho A, B 1a hai tap ciing ¢6 n phan tit. Khi d6, néu A C B thi A=B
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1.1.5 Giao cua hai
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1.1.6 Hgp cua hai tap hgp
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1.1.8 Phan bu cta hai tap hgp
Cho A C B. Phan bii clia A trong Bla tap A = B\ A hay C4 = B\ A.

1.1.9 Tich Dé-cac _
Dinh nghia: Cho n tap hop A, Ay, ..., A,. Xét tap hop A gdm tht ca cac bo -
n phan ti sip thtt tv (ay, ..., a,) trong dé a; € A;, Vi =T,n. Tap A goi la tich
Dé cac ctia n tap hop Ay, ..., A, va ki hieu la: .
A=A x Ay x ... x A,
hay viét t&t 1a '
n
A=A
=

Nhu vay

HAi = {(al, ey Op)|a; € Ay, Vi = T,Tz} -
i=1

Tinh chat . :
(a) Ax B# B x A,YA + B.

(b) Gia stt |A;| = k;, Vi = T, n. Khi dé:

IT A

=1

1.1.10 Mot s tinh chét

(a) (BNA)C BC(AUB)va (AN B) CAC(AUB)
(b) ANB=BnNnA
(c) ANB)NC=ANn(BNC)

<
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T tinh chét két hop néi trén cho phép ta dinh nghia giao cia mot ho céc
tap haop:

(d).AuBzBuA
(e) AU(BUC)=(AUuB)UC

Tu tinh chat ket hop néi trén cho phép ta dinh nghla hOp clia mot ho cac

‘tap hop:
| Q (UA) U Ap.

(f) Luat phan phi:
(ANB)UC=(AuC)N(BUC)

'(AuB)mcz(Amcju(BmC) o

(6) ANA=2;A\o=A4
(h) Cong thic D’'morgan:

B\(UA) - (Bva) w sy (Na) =U (51 4)

=1 i=1 i=1 =1

Vidu 1. Chﬁng minh cong thﬁ:c D’morgan

B\(UA) ﬁ(B\Ai)mB\(ﬁA;)

n
i=1 : j=1 i1=1

(514)

Lai giai. Bai toan yéu cau ching mmh hai tap hOp béng nhau, ta st dung
tinh chat

AzB@ACB%BcA
e Chitng minh

=1

o () =1 (14
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XetqéB\(U )tacé
=1 :
- x€eB va 3:¢LJAZ
=1
Suyra
v CLGB VA mgéA Vz:
hay
Do d6 .
xeﬂ(B\'Ai).
1=1
Suy ra

B\(CJAi) cﬁ(B\Ai). (1)

=1 i=1

Xétz e N (B\A7;), ta co
i=1

reB\A,Vi=T1,n

Suy ra -
; ' re€B va z¢A,Vi=1n.
hay ' |
o n
r€B va z¢ UAi.
=1
Do d6 ' . i
, i=1
Suy ra

s\ (Ua )5 (sr4). @

=1

s
|
-
-

T (1) va (2) ta co

B\ (Ua) =) (8 4).

i=1 i=1
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e Ching minh

r€B v x%ﬁAl

1=1

Suy raz € Bvatdn tail <k < nsaochoz ¢ Ay, hay 2 € B\ A. Do dé

Suy ra o |
B\(OAi) CQ(B\AZ-). ®)

n ) ‘
Xétz € | (B_\Ai),lghi dé ton tai 1 < k < nsao cho z € B\ Ai. Suy ra

=1

r€B vd z¢ A

hay
| reDB Va'xgéﬂAi.
=1
Dodé :
eB\ ([ 14).
reB\(N4)

Suyra‘ .
| (__ ,)3U(B\A> (4)

Tir (3) va (4) ta c6
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Vi du 2. (Nguyén Ii them bét) Cho A B 13 hai tap hop hml han Chitng minh
Ting |

|AUB|=|A|+ |B| - |AN B|.
Loi giai. Dé chting minh cong thitc trén ta st dung phuong phap liet ke, xult
phéat tit phan giao ctia hai tap hop A va B.Gid st ANB = {c1;¢05 .. cpf VA

A={ci;c05 .5 ¢p5a1509; 50,5}, B = {ci;005 0563015 D25 . b )

Khi do B
AU B = {c1; 95 .5 Cp; 01025 .5 A by boj o b T
Suy ra ' .
|[Al=n+p, |Bl=m+p, |AUB|=m+n+p.
Vay '

|JAUB| = |A|+|B|—-|ANB|.
Téng quéat. Bing phudng phap quy nap, ta chiing minh dugc cong thitc sau

day
U Z Z ) (*l)lkm¥|Ai1 ﬂAiz m"'mAiklav

1=1 k=1 1<i1 <12 <. <zk<n

trong do n > 2 va Ay, Ay, ..., A, 12 cac tap hitu han.

Vi du 3. Cho a,b 1a cic s6 nguyen duong sao cho a + b 1a mot s6 1&. Chia
tap cac sd nguyén duong N* thanh hai tap rdi nhau A vA B. Chiing minh ring
ludn ton tai hai phan ti z,y thudc cling mot tap sao cho

|z —yl € {a; b}

di giai. Do céc déi tugng trong A vh B khong x4c dinh nén khong thé xét
tinh chét clia cac phan tit clia hai tap hop nay. Dé gidi bai toan nay ta st dung
phuong phap phén chiing. Véi gid thiét phan ching va diéu klen ban dau nao
do ta sé liet ké cac phan ti thuoc A va B.

Gia st phan chu?ng, khong ton tai hai phan tit z,y ndo thudc cing mot tap :
sao cho

Iz~ € {aib).
- Gid st duose 1 € A4, taco
l1+a, 1+0b€ B.
Suy ra
‘ 1+2a, 14+2be A
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Bing phuong phap quy nap ta ching minh duoc véi moi k € N, ta c6

{1+2ka, 1+2kbe A |
1+ (2k+ 1)a, 1+ (2k+1)b € B.
Do a, b‘ khéac ‘tinh chﬁ,n 1é nén B

1;%—ab€A vé l+abe B,
tréi voi gid thiét A, B 12 hai tap roi nhau. ”

Vidu 4. (MOSP - 1997) Chia tap céc sb nguyen duong N* thanh hai tap roi
nhau A va B. Ching minh ring v6i moi s6 nguyéen duong n, ton tai cac sb
nguyén duong a, b khéc nhau, 16n hon n sao cho

{a;b;a+b} C A hoic {a;b;a+b} C B.

Tuong tu nhu vi du 3, dé gidi bai todn nay ta st dung phuong phép phan ,
ching.

Loi giai 1. Neu mot trong hai tap A, B chta it hon 2 phin t 16n hon n thi
bai todn bai toan hién nhieén ding. Gi sit méi tap déu chia khong it hon 2
phan t 16n hon n vi khong c¢6 hai phin &t a,b > n ndo thoa méan

{a;b;a+0b} C A hoic {a;b;’a—i—b}CB.

Xét
' a,be A va ¢,d€ B (a,b,c,d>n).
Khi d6 |
c+deA va a+beB.
‘Tacc’)', o
a,bc+de A vi cd,a+beEB
nén '
a+b+c,a+b+deA
a+c+db+c+deB.
Suyra‘ "

(a+c+d)+(b+c+d)=a+b+2c+2de A
lla+b+c)+(a+b+d) =c+d+2a+2b¢cB.

2A- CBToantohop
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Do , ,
a+b+2c+2d=(a+btc+d)+(c+d)eA
ctd+2a+2b=(a+b+c+d) +(a+b)eB

. a+btctdeA vd at+b+c+deB.

Suy ra ANB # @, vo Ii. '

Ldi gidi. 2. Ta ciling gid thiét phan ching rﬁng khong tdn tai a,b > n khéc
nhau sao cho

{a;b;a+b} C A hodc {a;b;a+0b} C B.

Xét hai truong hop:
Trudong hop 1. |A| < +o0o: Goi m 1a phan tir 16n nhat cia A thi

a+1,a+2,2a+3 € B,Va > m,
vo 1. : ~
Truong hop 2. |A| = +00, B = +o0: Xét 1,y,2 € Asaochoz >y >z >nva

y — z > n. Khi d6 S
T+y,yt+zz+z€DB.

Suyray—z € A, vo If.
" Loi giai 3. Gia thiét phan ching riing khong ton tai a,b > n khac nhau sao

cho :
{a;b;a+b} C A 'hosic {a;b;a+0b} C B.

M(T)t‘trong hai tap A hoic B chtia phan tit m > n. Gid st m € A. Xét tap
| X = {2m; 3m; Am; .} |
Do X ¢ B nén ton tai a > 1 sao cho am € A. Khi d6
(a—l)méB va (a+1)me B.
Suy ra
‘Zm: (a+1l)m—— (a—1)ymeA va 3m=m+2meB.

Do d6 {2m,am, (a +2)m} C A, vo li.

2B- CBToantohop
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Vi du 5. Cho tap X = {1;2;3;...;15} vd& M 1a tap con clia X sao cho tich
ctia ba phan t khic nhau bat ki cia M déu khong 1a s6 chinh phuong.

a) Hay chi ra mot tap M gdm 10 phan tit.

b) Hay xé4c dinh s6 phan tit 16n nhét cia M.

- Loi giai.
a) Tap M = {1' 4;5;6;7;10;11;12;13; 14} thod méan. , :
b) Ta chitng minh sé phan ti 1011 nhét cia M la 10. Dé danh gi4 s6 phan
tit ctia M, ta liet ké cac bo ba phin ti ctia X c6 tich 13 sb chinh phuong. Ta
¢6 cac bo ba phan t c¢6 tich 13 s6 chinh phuong la: ‘
(1;4;9), (2;6;12), (3; 5; 15), (7; 8; 14).
M&i bo néi trén c6 it nhat mot phan tit khong thuoc M nen |M| < 11. Gid st
ton tai tap M c6 11 phan tit. Khi d6, ta ¢6 10 € M. Do d6, trong mbi tap
{2:5}, {6;15}, {1;4;9}, {7;8;14}

c6 it nhat mot phan ti khong thude M. Suy ra: 3;12 € M. Do do trong mbi

tap
{1}, {4}, {9}, {26}, {5:15}, {7;8;14}
¢6 it nhAt mot phan tit khong thuée M. Suy ra: |[M| <9, vo Ii.

1.2 Bai tap

1.2.1 Bai tap luyén tap
1 Chiing minh céc tinh chét sau clia tap hop
a) AU(B\A)=AUB.
) (AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ 4)
¢) ECFENF=E&EUF=F
E\F=FE&ENF=2
e) E\(E\F)=F&sFCE
f) AnB=AUB,AUB=4ANB (4B C X)
g) ACB& AUB= BvaAmB A

0o o
N’

h) A, CAVi=1I, n@UA C Ava ﬂA C A.
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2. V6i m6i tap X ta goi P(X) 1a tap t4t cA céc tap con ctia X. Ching minh:

' AC B & P(A) C P(B).

3. Cho ¢ac tap Ay, Ay, ..., A, sao cho A; # A;,Vi # j. Ching minh réng c6
it nhat mot tap hop A; khong chita tap ndo trong céc tap con lai.

4. Cho tap hop S C R thod méan cac tinh chat sau:

a) SDO7Z;
b) V2++3€S; A
c) Vr,yeS:z+yeS zyes.
' . 1
Chtng minh ring —————~ € S.

. V2413

5. Cho I ={1,2,...,n} va ho tap hop {X;}ic;. V6i mbi tap con H cia I ta

dat
Py = U Xiy Qu= ﬂ X
‘ i€H i€H
Dat Hy={M CI:|M|=k} (1 <k <n). Ching minh:
. n+1
U Qe > [ Pynéuk<
HEH, HeH, 2
_n+1
U Qu D n PHnéukzﬁ-L.
HEH, HeH, 2
6. Cho tap X = {1;2;3;...;9}. Chia tap X thanh hai tap con rdi nhau A
-vd B. Chiing minh réing véi moi cdch chia, luén tdn tai mot tap chia ba
sb lap thanh mot cip sb cong.

7. Chitng minh rang, 6 thé chia tap céc s6 ty nhién N thanh hai tap con
A, B c6 cung luc lugng sao cho moi s6 n € N tdn tai duy nhat cip sb
(a,0) e Ax B:n=a+b. N

8. (CHDC Dtc, 1970).Cho tap M c6 22222 phan ti. Hdi M c6 hay khong

50 tap con M;,7 = 1,50 thod méan cac didu kien sau:

a) M&i phan t cia M déu 1a phan ti clia it nhit mot trong céc tap con
M;.

b) M&i tap M; déu c6 diing 1111 phan tit. |
c) Véi hai tap M;, M; bat ki (i # j), giao M; N M; ¢6 ding 22 phén ti.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Xét tap X = {1;2; 3 16}, Tap con A ctia X goi 12 ¢6 tinh chit T néu
A khong chua ba phan tt ndo doi mot nguyén t6 cung nhau.

a) Hay chi ra mot tap con A cta X gdm 10 phin tit vi ¢ tinh chat 77

- b) Hay tim s6 ph’ﬁn t1 16n nhat ctia tap con A cia X c6 tinh chat 77

Cho n 14 s6 nguyén dudng, n > 5. Tap X = {1;2;3;..;n} goi 1 ¢6 tinh
chit T néu c6 thé chia X thanh hai tap con rdi nhau A, B khac rong
sao cho vdi ba phan ti bat ki thudc cing mot tap thi tich ctia hai phin
tlt trong ba phan tit d6 khac phan tir con lai. Chéng han, khi n = 6 thi

- X ¢6 tinh chat T va A = {1;2;3}, B = {4;5;6}.

a) Chiing minh ring v6i moi 7 <'n < 41, tap X c6 tinh chit 7,
b) Chitng minh riing v6i moi 42 < n < 47, tap X vin c6 tinh chit T'
c) Hay xac dinh n 16n nhat sao cho tap X c¢é tinh chit 77
Cho tap hop A = {1;2;3;...;3"} (n > 2).

a) Hay chi ra mot tap con B ciia A ¢6 2" phan t1t sao cho khéng c6 ba
phan ti nao ctia B lap thanh mot cip sb cong khi n = 2.

b) Chitng minh riing, v6i moi n > 2, ton tai tap con B cfia A ¢6 2" phin
t1t sao cho khong c6 ba phan tii ndo clia B lap thanh mot cip sb cong.

Cho hai day tap hop (A,) va (B,) thod man:

A1 - @, Bl - {O},
An-H - {-’17 +1 l T e Bh}a
Bupr = (Ay UB,)\ (A, N B,),¥n > 1.

a) X4ac dinh cac tap A,, B, véin =2,3,4.

b) Xac dinh n sao cho B, = {0}. | |

Cho tap X = {1:2:3;. 2009} va hai tap con A, B ¢6 tng sé phin ti
16n hon 2010. Chiing mmh rang ton tai it nhat mot phan tit cia A va
mot phan t cta B c6 tong bang 2010.

Cho tap hitu han X. Ta chon ra 50 tap con Aj, Ao, ..., Aso, mbi tap déu

- chita quéd nita s6 phan tit cia X. Chitng minh ring, tdn tai tap con A clia

X sao cho s phan tit clia A khong vugt qua 5 va AN A; # @,Vi = T,50.
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15. Mot 16p hoc ¢6 sb hoc sinh duoc xép loai Gidi 6 mdi mon hoc (trong sd
11 mén hoc) déu vugt qua 50%. Chitng minh ring c6 it nhat 3 hoc sinh
dugc xép loai Gibi tir 2 mon trd len (s6 hoc sinh cta 16p khong it hon
10). .
16. Cho n nguyén duong. Xét tap‘
M = {z = (31,72, ...;2,) | 7 € {~1;1},Vi=T,n}.
Véi hai phan tit a = (aj; ag; ...; ) va b = (by; ba;...; by) thude M, ta dinh
- nghia
ab = (a1by; asbs; ...; anby,).
Véia e M va X C M, ta dinh nghia
aX ={az |z € X}.
Ching minh ring v6i mdi tap con A g(‘)m'k phan tit cia M déu ton tai
phan ti a € M sao cho ‘
. k2
17. Cho tap S, = {1;2;...;n}. Ta dinh nghia phép toan () trén S, thod
méan cic didu kién sau:
a) Va,beS,:axbeS,.
b) Néu ab < n thi axb= ab.
¢) Va,b€ S,:axb=bxa (tinh chat giao hosn).
d) ax(b*c)=(axb)*c (tinh cht két hgp).
e) Néuaxb=asxcthib=c (luat gidn uéc).
Hay xay dung phép toan () khi n = 11 va n =12.
18. (VMO-2005) Tim hiéu két qua hoc tap & mot 16p hoc ngudi ta thiy:

2 2 ek s . R .
a) Hon 3 s6 hoc sinh dat diém giéi 8 mon Toeédn ciing dong thoi dat
diém gidi 8 mon Vat If.
2 2 2 X . .
b) Hon 3 s0 hoc sinh dat diem giéi  mon Vat 1f ciing dong thai dat.

diém giéi 6 mon Vin.
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' 2 . L . A . .
c¢) Hon 3 s6 hoc sinh dat diém gi6i ¢ mon Vin ciing dong thoi dat
diém gidi & mon Lich st .
2
d) Hon 3 sb hoc sinh dat diém giéi 8 mon Lich st cling dong thoi dat

diém gidi & mon Toan.

?

Chiing minh ring trong 16p co it nhét mot hoc'sinh dat didm gi6i 8 ca
bén mén Toan, Vat li, Van va Lich stt.

1.2.2 Bai tap tu giai
1. Cho A va B la céc tap hop khéc réng va ¢6 hitu han phén ti. Biét rang

s6 phan t nim trong cd A va B bing mot phan ba sé phan tircla A va
hop ctia A v B gdm 9 phﬁn tit. Tim s6 phan t clia mdi tap? .

2. Cho tap X = {1,2,3,...,49}. Tim s6 k 16n nhat sao cho ton tai tap con
M cua X cok phan tu Va khong chu’a séu sb lien tlep nao.

3. Cho 2011 tap hop Ay, Ao, .., A2011 cac sO nguyén thod man céc diéu kién
sau: ~ '
a) |Ay| = 2010, Vk = T;2011.
2011

c) |AkﬁAm|_1kaém

Chiing minh riing véi s6 nguyen z bat ki, hoa,c x khong nim trong tap
hop A; ndo hodc z ndm trong ding hai tap. -

4. (Tiep Khic - 1973) C6 bao nhiéu cdp tap con khong giao nhau ciia mot
tap hgp X gdm n phan tu.

. |
~Dap s0 : 3; .

5. Cho tap X gdm n phan tit. Véi mbi -cap tap con Aq; Ay clia X ta tinh
56 phan tit cia A; N A,. Chu’ng minh ring tdng cla tit ci cdc s6 nhan
duge bang n.4"" 1,

6. Tim tAt ci céc s6 tu nhién n sao cho véi méi tap hop tiy ¥ ¢6 n phin
td, ludon tim dugc 2004 tapicon doi mot khong roi nhau.
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10.

11.

12.

13.

Cho céc sb nguyén duong k v n thod man n > k% — k + 1. Xét n tap
Ay, Ag, ..., A, thod man cac diéu kién sau

i) |4 =k Vi=1n
i) A0 A =2k —1,Vi # 5.
a) Ching minh ring |[A; N Ay N...NA,| = 1.
b) Tinh s6 phan titctia X = A, U AU ... U A,,.
Cho P la mot tap con khac réng ciia tap cac sd nguyén duahg N* thoa
man cac diéu kién:
a) Va,beP: a+beP.
b) Vg€ N* ¢ > 1,3c € P sao cho ¢ khong chia hét cho g.
Chitng minh r?xng tap N*\ P 1a mot tap hitu han.
Cho 100 tap hop doi mot khac nhau sao cho cit 10 tap bat ki thi ¢6 hai
tapA B ma A C B va véi ba tap A, B,C bat ki thod man B C A va

C C A thl B C C hodc C C A. Chitng minh ring ta c6 thé chon ra 12
tap Ay, Ag, ..., Ao trong s6 céc tap da cho sao cho

Ay C Ay C ... C Aps.

(MOSP 1999) Cho X la tap gdm hitu han sb nguyén duong va A 1a tap
con cta X. Chiing minh ring ton tai tap con B ciia X sao cho mdi phan
tit cia A déu chia hét cho mot s6 1é phan ti thuoe B.

Xac dinh s6 nguyén dU.Ong k sao cho tap hop
X ={1990;1991;1992; ...; 1990 + k}

c6 thé chia thanh hai tap roi nhau A va B sao cho tong cac phin ti Cua
A béng tdng cac phan tit ciia B. ‘

Ddp s6 : k=3 (mod 4) hodc k =0 (mod 4) va k > 92.

(AIME 1989) Cho tap X = {1;2;3;...;1989}. Xét tap S C X thod man:
khong c6 hai phan tir ndo cia S hon kém nhau 4 hodc 7 don vi. Héi s6
phan tit 16n nhat cia S 13 bao nhieu?

Cho n 1a s6 nguyén duong. Chia 'tap X = {1;2;...;2n} thanh hai tap
A, B roi nhau. Gia st cac phan tit ctia A 13

a < ay < ... < ap
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14.

15.

va cac phan tlt cia B 13
bl‘ > by > ... > by,
Chtng minh rang
lag — by| + |ag — by| + ... + |an — by| = n®.
(China 1996) Cho 11 tap hop M;, My, ..'., Mjiq, mbi tap c6 5 phan tit va

thod man ‘ ‘
CM; N Mj 75 Q,Vl <1< j3<1L

Goi m 1a s6 16n nhat sao cho ton tai cac tap

Mil ) Miz', .‘.., Mz ’

m

trong s6 cac tap da cho sao cho
m
(M, # 2.
k=1

Héi gia tri nho nhat ctia m 1a bao nhiéu?
Ddp 6 : m = 4.

Cho tap X gom n phan tit (n > 1) va Al, Ay, ..., Ay 12 m tap con clia X

. (m > 1) thod méan cac diéu kien sau .

-16.

17.

khong chita tap nao trong cac tap Ay, Ao, ..., A, da cho.

Ca) A =3 Vi=Tn

b) AN A <1,Vi# .
Chiing minh riing tdn tai tap con A ciia X sao cho |A| > [v2n] va A

Chitng minh riing c6 thé chia tap céc sb nguyén duong N* thanh hai tap
roi nhau A va B sao cho A khong chita cap s6 cong gdm 3 phan ti nao
vd, B khong chita cip s6 cong gom vo han phan ti nao.

Cho n 1a s6 nguyén duong. Chia tap hop X = {1;2;3;...;3n} thanh ba
tap roi nhau A4, B va C, mbi tap c¢6 n phan ti. Ching minh ring c6 thé
chon ra tit mdi tap mot phan t sao cho trong ba phan ti do, c6 mot
phan ti bing tong ctia hai phan ti con lai.
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18. (CZE 1994) Chia tap cac so nguyen duang N* thanh n tap roi nhau
N'=A;UAU.. UA,.
Chitng minh riing ton tai tap A, trong s6 n tap A; néi trén sao cho ton
tai s6 nguyén duong m va vdi moi sé nguyén duong k ta cé thé tim dugc
k phan ti ay, as, ..., a thudc A, ma
O<a¢+1—ai§m,Vi= l,kfl.
19. (China 1999) Cho tap A gdm n phan tt va Aq, As, ..., A, 1a n tap con
cia A thod man:
|A-| >2,Vi<i<n
Biét rang, v6i moi tap con C ctia A gdm hai phan 1, ton tai tap A; sao
cho C C A;. Ching minh ring ,
AiﬂAj#g,Vq <i<ji<n.
20. (Iran 1999) Cho tap S = {1;2;3;...;n} (n > 2) va A, Ay, ..., Ay 12 céc
tap con clia S sao cho v6i moi 1 < p,¢q,7,s < k ta c6
A, UA, UA UA <n-—2.
Chting minh riing k < 272,
21. (IMO Shortlist 1996) Cho k,m,n la cdc sb6 nguyén duong thod man

1 <n <m-—1<k Hay xac dinh s6 phan tit nhiéu nhat cla tap con
S cha tap X = {1;2;3;...;k} sao cho khong c¢6 n phin tit ndo cia S ¢

tong vuot qué m.
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1.3 Hudng dan giai bai tap
1. a) Xétz € AU(B\ A), taco

z €A hoic z€B\A

Néuzec Athize AUB. Néuz € B\Athiz € Bnenz € AUB.
Trong c3 hai trudng hop ta déu c6 z € AU B. Do dé

AU(B\A)C AUB. (1)
Xét z € AU B, ta c6
| z€A hoic z€B.

| NeuxeAthlxeAU(B\A) Neux¢Ath1doxeBnenx€(B\A)
Do d6 z € AU (B\ A). Suy ra

AUBCAU(B\A). @)

T (1) va (2) ta c6
: AU(B\A)=AUB.

f)Xet:reAﬁB tacoz ¢ ANB. Suyraa:géAhoacacgéBhayxeA
hodc z € B. Do d6, z € AU B. Suy ra

AﬂBcAUB (1)

Xét z € AU B, tacoxEAhoachBhaya:géAhoacxgéB Suy ra
xgéAﬂBhay:ceAﬂB Do d6

AuBCcANB. (2)
Tir (1) va (2) tac6 ANB = AUB.
Ban doc tu chiing minh céc tinh chit con lai.

- 2. Gidsit A C B. Ta chitng minh P(A) C P(B). That vay, xét M € P(A),
ta co
‘ McA=MCcCB= MeP(B). "

Do d6, P(A) C P(B).

Gid st P(A) C P(B) Ta ching minh A C B. That vay, xét x € A ta co
{z} € P(A ):>{33}EP( ) =z € B.

Do dé, A C B. | | 0
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3. Gid s Vi,35 : A; D A;. Khi d6 6 thé danh sb lai cic tap hop sao cho:

Ail DA, D...DA

in

D ..

Suy ra, c6 nhiéu hon n tap hop A;, vo li.

. Tacé vV2++/3 €S néen

(V2+v3)2=5+2/6¢ 8.

‘Suy ra 2v/6 € S va

WE(VI+V3) = 4V + 6v3 € 5.

Suy ra ‘
V3 —V2=5(V2+3) - (4V/3 +6V2) € S.
- 1 :
Vay 7_2“:‘-“\/_-?—)68 ]

. Truong hgp &k < P——;:— Xétze () Py,taco

HeHy,
z € Py,VH € H,.

Gidsitz ¢ U Qu. Khido,z¢ Qy,VH € He. Suy ra, khong c6 k tap
- HEH,

nao cﬁng chita X va nhu vay c6 it nhdt n — (k — 1) tap khong chita z.-
n+1

Vin—(k—1)> 5 >k nen 3H € Hy, : X ¢ Py: vo 1.

. 1 ‘ ‘ . .
Truong hop k > ?;2“_; Xét z € |J Qu. Khidé, tén tai H* € Hy, sao
. ‘HeHy,
cho x € Qg~. Do d6 ‘
| X € X, Vie H.

Ta chiing minh z € ) ' Py. Didu dé6 tuong duong véi viéc chitng minh
HeHy :

VH € Hy,die H: X C X;,.
n-+1

Xét H € Hy, vi k > > g nen I N H* # @. Do d6, ton tai

2
1€ HN H* hay X; D X. » O
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6. Gi4 st phan ching, khong ¢6 tap nio chia ba sé lap thanh mot cap sb
cong. Gia sit dudc 3 € A. Xét ba cap s6 cong

(1;3;5), (3;4;5), (3;5;7)

tasuyrabe€ B.

—————

Xét ba cAp sb cong
| (3;5;7), (5;6;7), (57;9)
ta suy ra 7 € A. | |
~ Xét ba cip sb cong |
(1;4;7), (253;4), (255;8), (7 8‘; 9)
tasuyrad ¢ Ava4d ¢ B, vo li. . . | D.'
7. Alatap cac s6 ¢6 chit éé tan cung khac 0 va s6 0, B la tap cac sb cé‘ chit
sb tan ciing bing 0 ’
8. Gid st M c6 50 tap con M; thod mén cic yéu cau bai todn. Ta c6

50
M = U M;.

1=1
Dat Tk = M1 U MQ u...u Mk, ta co
|To| = |My| + | My| — | My N M| = 1111.2 — 22
[Tg[ = ITQI - u\/[3|— ‘TQ N M3I . ,
o= |To| + | Ms] = [(M1 N M3) U (My N M3)| > 1111.3 — 3.22
Béng qui nap ta chitng minh dugc

k(k

T > 1111k — KEZD) 59
2

Suy ra | , ‘ . :
|M| = |Tso| > 1111.50 — 25.49.22 = 28600,
trai véi gia thiét | M| = 22222. '
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9.

10.

a) Dé chi ra tap con A ctia X gdm 10 phin ti c6 tinh chit T, dau tién
ta chon 8 phan tit chin: 2;4;6;...; 16. Bay gio chi viéc chon hai phan ti
1é sao cho ching khong nguyén to ciing nhau (ching han 3 va 9) ta dugc
tap A thod mén. :

b) Gia st tap A c¢6 tinh chat 7' Dé danh gia sb phan t& clia A, trudc
tien ta liet ké cdc phan ti clia X doi mot nguyén t6 cing nhau:

Y ={1;2;3;5;7,11;13}.

Do |X \'Y| = 9 nén néu xét 12 phan tit bat ki ctia X thl ¢6 ba phan tu

‘thudc Y. Suy ra [A| < 11.

Dé& thay tap A = {2;3;4;6;8;9;10;12;14;15;16} gébm 11 phan ti va c6
tinh chat 7.

Vay s6 phan tit 16n nhat ciia tap con A ctia X ¢6 tinh chat T 1a 11.
a) V6i 7 < n < 41, tap X c6 tinh chit T va

A=1{1;2;3;4;5}, B={6;7;...;n}.

b) Véi 42 < n < 47, ta c6

A={2;3;4;5;7}, B={6;8;9;10;...;47}.

c) Xét n > 48. Gia st duge 2 € A. Ta xét cac truong hgp

Truong hop 1. Cac phan ti 3;4 thudc A. Khi dé: 6;8;12 € B. Néun > 96
thi 48;72;96 € A. Suy ra 2;48;96 € A, vd li. Do d6 n < 95.

Truong hop 2. Cac phan tit 3;4 thudc B. Khi d6: 12 € Ava 6 € B. Do
4,6 EVB nén 24 € A. Suy ra 2;12;24 € A, vo li.

Truong hop 3. Cacphantu36A4€B Khldo 6 € B, 246A
48 € A. Suy ra 2;24;48 € A, vd li.

Truong hop 4. Cac phdn tit 3 € B,4 € A. Khi d6, 8 € B,24 € A,

6 € B,48 € B. Suy ra 6;8;48 € B, vo li.

T cac trudng hop trén ta suy ra.n < 96. Bay gid ta chi ring véi n = 95
thi X c6 tinh chat T. Thay vay, khi d6

A=1{6:89;10;..;47), B=X\A.
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a) Khin = 2, ta c6 tap B = {1;3;4; 6} thod man. ,
b) Gi st bai toan ding véi n = k. Ta ching minh bai toan dang véi

n =k + 1. Xét tap

A={1;2;3;..;3 "}
Chia A thanh cac tap
B =1{1;2;3;...; 3"},
C={3"+1;3"+2;..23},
D ={23"+1;2.3F+2;..;3"'}.
Theo gia thiét quy nap thi tit mdi tap B va D ta chon dugc 2k phan ti
ma khong ¢ ba phan tit ndo ciing thuoe mot tap 1ap thanh cap s cong.

d | :
Mt khéc, xét b € B va d € D, ta c6 b"; € C. Suy ra tap BU D gdm

2F+1 phan tt thod man yéu ciu bai toan. , U
a) Véin = 2, ta c6
Ay={z+1|z € Bl}’ = {1}, By = A, UB;, — A; N By = {0}.

Véin =3, tacod . .
Ay = {1}, B;={0;1}.

Véin=4,tacd . :
Ay =1{1,2}, Bs={0}.

b) Ta chitng minh B, = {0} khi va chi khi n = 2*. That vay, dé thay
0¢ A, va0e B,,Vn2>1
Vé6i mbi tap X, va sb nguyén k, ta ki hiéu
kX ={ks |z e X}, X+k={s+k|zeX}

Béing qui nap ta chitng minh duge v6i moi n > 2 ta co:

Agny = 24, — 1, ,
Bop1 = Agp_1 U By,

B2n - 2Bn

va 1 € By,_1. Tt d6 suy ra diéu phai ching minh. o
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13.

14.

15.

Gia sit khong ¢6 hai phin t& nao thod man yéu cau bai toan. Gid st
A ={ar;a9;..5a,}, B ={b1;bg;...;0,},

trong d6 p,q > 1 va p+ g > 2010.
Xét C = {cy;¢9;...5¢p}, trong d6 ¢; = 2010 — a;,Vi=T1,p. Ta o6 C C X..
Theo gia thiét phan chiing ta suy ra

BnC=g2.

Do dé ,
|Bl+|C| = |BUC| < 2009.
Suy ra p + ¢ < 2010, vo 1i. ' |
Gid st |X| = n. Tong s6 phan tit ctia 50 tap con A; 16n hon 25n nen ton
tai mot phan tit a thudc it nhat 26 tap, ching han 13 A, ..., Ag. Xét 24

tap con lai ta suy ra ton tai mot phan tit b thude it nhat 13 tap, ching
han Ay, ..., Agg. Xét 11 tap con lai ta suy ra ton tai mot phan i ¢ thudc

it nhit 6 tap, ching han Ay, ..., Ass. Xét 5 tap con lai ta suy ra ton tai
-mot phan t d thudc it nhit 3 tap, ching han Ay, ..., Asg. X6t hai tap

con lai ta suy ra ton tai mot phan tu e thuoc it nhat hai tap, chdng han
la Ayg, Aso. DE thay tap con A = {a,b,c,d, e} thda min. '

Goi Ay, Ay, ..., Ay 1a céc tap hgp hoc sinh dat danh hiéu hoc sinh gidi
mo6i mon hoc va ay,das,...,a, 14 s6 phan t cia Ai,..., A;1. Goi m 13
$6 hoc sinh (m > 10). Theo gi4 thiét thi a; > %},Vi' = 1,11. Suy ra
ANAj#B¥i ] |
Truong hop 1. Tap A; N Ay ¢6 khong it hon 3 phan ti, ta ¢6 dpem.

Truong hop 2. Tap Ay N Ay chi ¢6 1 phan tit A. S6 phan ti con lai ca
A; U A, (khong ké A) 1a

$:a]—1+a2~—‘1>‘Ig——l+~7;l-1:m¥2:>szm—1.

XétAg.DOSZm—lnén 1
[As 0 (ANA} U (A\AD) 2 5 124

ta c6 diéu phai chiing minh.

Truong hop 8. Tap Ay N A, c6 2 phan ti. Xét tuong tu trudng hop trén.
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16.

Gia st phén ching
2

|[ANaA| > %,Va e M.

Khi dé
Y lAnadl >k (1)

aeEM

- V6imbi phan tit z € A, goi n(z) 1a s6 phan tit a € M sao cho z = ac véi

17.

c€ A. Tacd

S lAnad] = n(z).

 aeM z€A

Do z = ac tuong duong véi a = cz nén n(z) < |A| = k. Do do

| Zn(x) <k

€A
Suy ra ; »
D |AnaA] < k2
aEM ‘ »
tréi vai (1). | | C O

Trudce tien ta xét n = 12. Dé tinh ¢ = a * b, ta viét ab duéi dang
ab=13k+r, k>0, 0<r<13.

vaditc=r.

Dol<a<12vd1<b<I12nénc+#0.Dod61<c<12hayc¢€ 5.

- D& dang kiém tra phép toan (+) xac dinh nhu trén thod man.

Xét n = 11. Ta xay dung anh xa f tir tap S = {1;2;..;11} len tap
T ={0;1;2;...;10} nhu sau: . -

o (1121314151617 18 191011
M) [0 1]4]2|6]519[3[8] 7|10

Bay gid ta dinh nghia phép todn (x): Néu f(a) + f(b) < 10 thi dat

axb=c, trong d6 c € S sao cho

fle) = (@) + £0)

3A- CBToantohop
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18.

Néu f(a)+ f(b) > 10 thi ddt a = b - ¢, trong dé ¢ € S sao cho

 fle) = f(a) + F(b) — 11.

D& thiy phép toan (*) dugc xay dung nhu trén tdn tai va thod méan yéu
cau bai toan.

.Ban doc hay i giai céch xa8y dung ham f néi trén.

Ki higu A, B,C, D tuong tng la tap hgp céc hoc sinh giéi Toan, Vat li,
Van va Lich sti. Ta c6

2 )
ANB|> 4], [BACI> 2|B]

CnD|> %m, IDAA| > §|D|.

Xét tong S =|ANB|+|BNC|+|CND|+|DN A Taco

2
S> (Al + B[+ [C]+[D]).

Ap dung tinh chit
X+ Y] = |[XUY|+ X Ny,

ta suy ra

1 | -
S>g(S+]AuB|+|BuC]+\CuD|+]DUA|) -
hay

S > —;—(|AUB\ +|BUC|+|CUD|+|DUA) (1).

Gid stt khong c6 hoc sinh nao dat diém gidi & ca bén mon. Khi d6

ANC =@ hoic BnD=wo.
Khoéng mét tinh téng quat ta c6 thé gia st ANC = @. Khi dé:

(ANB)N(BNC)=(ANC)NB =g,
CND)N(DNA)=(ANC)ND = @.

3B- CBToantohop
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Ta ¢6
(AnB)u(BnC)cC B
(CNnD)U(DnA)cD
Suy ra ‘
|[ANB|+|BNC| < |B|
|ICND|+|DnA| <|D|.
Suy ra .
S < |B|+|D|.
Dé ¢ ring
XUY|>|X],VX,Y
ta co
1Bl ID| < £ (AU B +|BUC| +|CUD| + DU A]
hay

1 | . |
S<-2—(|AUB‘|A+|BUC'|—I-]C’UD]+|DUA|),

trai voi (1).



Chuyén dé 2

Phép dém

Phép dém c6 vai tro rit quan trong trong doi sdng ciing nhu trong khoa
hoc. Trong doi sbng, hang ngdy ta thudng xuyen phai dém céc déi tuong nao
d6 va vi thé phép dém duong nhu qui quen thudc va khong-cé gi phai ban
dén. Tuy nhién, trong céc ki thi dai hoc cling nhu cac ki thi hoc sinh gidi, bai
toan dém gay khong it khé khin cho cac thi sinh. O d6, ta bit gip nhing bai
dém thiéu vi c6 ca nhitng bai dém thira.

2.1 Cac nguyén li cd ban

1.

Nguyén li bu trir. Cho X 14 mot tap hitu han va A C X G01 A=X\A.
Khi do, ta co |X| |A.

Nguyen li cong. Néu A va B 1 hai tap hop khong giao nhau thi

JAUB| = |A] + |B|.

Do d6, néu cong viec X c6 hai phuong an thuc hien 13 A, B vd A ¢6 a |
cach thyc hién, B c6 b cach thyc hién thi s cach thic hién cong viee X
la z =a+0b.

Tong qudt : Cho A, As, ..., A, 13 cac tap roi nhau. Khi do,

a4 :U{A,«].

1=1

‘Nguyén 1f nhan. Néu A va B 13 hai tap hop hitu han thi

|A x B| = |A]|B|.

36
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Do do, néu cong viéc X phai thyc hién lin luot qua ha1 giai doan A va
B, trong d6 giai doan A ¢6 a céch thuc hién, giai doan B c6 b cich thuc
hién thi s6 cach thyc hién cong viée X 1a x = ab.

Tong qudt : Cho n tap hop Ay, Ay, ..., A, (n > 2). Khi do,
T4 =]]14i.
i=1

=1
4. Nguyén 1i thém bét. Cho hai tap hop A va B hitu han. Khi d6, ta c6

|AUB| = |A| +|B| - |An B,

Téng qudt : Cho n tap hop Ay, Ay, ..., A, (n > 2). Khi d6,

[=3E0 Y na,n.nd,l

k=1 1<) <ig<...<ig<n

Vi dy 1. Xét tap hop X = {1;2;3;...;2009}. Dat
A= {:c €eX:z=1 (mod29)}.

a) Tinh |A|
b) Tim s6 tap con B ctia X sao cho BN A # @.

Lot giai. ‘ ‘, ‘
ca)Xétz € A, tacéz =1 (mod 29) nén z =14 29k. Ta c6

1<2<2009=0<k<69.

Vay IAI = 70.

b) Dé dém sb tap con B ctia X thod min yéu ciu bai toan ta st dung nguyén
If bu trit. Goi P(X) la tap bao gom tit ca céc tap con clia X, M la tap cac
tap con B cla X sao cho BN A # @. Khi d6, P(X)\ M la tap cac tap con B
cia X md BNA=@ hay BC X\ A. SuyraP( J\M = P(X\ A). Do dé
M| = |P(X)] — |P(X\ A)] = 22009 9200970 — 92009 _ 91939, |

Vidy 2. Chon lasé nguyén duong. Xét sb6 A = p?‘.pg‘z...pg", V61 P1, D2, -y Pn
14 céc s6 nguyén t6 phan biét. A c¢6 bao nhieu udc sé duong phan biét?
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Loi gz'dz'. Ki hieu A; = {0;1;2;...; a4}, 4 — T,n. M&i udc s6 a clia A c6 dang
a = py'.p3*...pEr, trong d6 z; € A;. Do d6, sb wdc sb ctia A 13 s6 phan ti cla
tich De cac Ay X Ay X ... X Ap. St dung nguyeén li nhan ta c6 sb udc sb cta A
13 R .

S = |A1].|As|...|An| = (a1 + )(ag +1)...(cn + 1).

Vidu 3. Cho tap X = {1;2;3;...;2010}. Hbi c6 bao nhiéu phan tit ctia . X la
bo1 clia it nhat mot phan tir cla tap T = {2 3;5;7}.

. Lot gidi. Ki hieu M 13 tap cac phan ti cla X 1a boi clia it nhit mot phan
tit cua tap T va :
A={reX: 2=0 (mod2)}, Bz{x'eX:xEO (niod3)},
" C={r€X:2=0 (mod5)}, D={ze€X: z=0 (mod7)}.

Khi d6, M = AUBUC U D. Suy ra

|M| =|A] +|B| +|C| +|D|
—|ANB|-|BNC|-|CND|-|DNA|-]ANC|-|BNnD
+MmBnCHﬁAmBmDLHAnOmDHJBmCmD

MmBanD|

Ta c6:
|A| = 1005, |B| = 670, |C| = 402, |D| = 287,
|ANB| =335, |BNC| =134, |CND| =57,
IDNA| =143, |[ANC| =210, |BN D| = 95,
|JANBNC|=67, |AN BN D| =47,
IANCND|=28, |IBNCND|=19,
JANBNCND|=09.

Do d6

M| = (1005 + 670 + 402 + 287) (335 + 134 + 57 + 143 + 210 + 95)
+ (67 + 47428 +19) — 9
= 1542.

Vi du 4. Trong mot dé thi chon doi tuyen todn qubc gia c6 ba cau: mot cau
vé 86 hoc, mot cau vé dai s6 va mot cau vé hinh hoc. Trong sb 40 thi sinh du
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thi c6 25 thi sinh lam dudc cau sb hoc, 30 thi sinh lam duge cau dai sb va 15
thi sinh 1am duge cau hinh hoc. Ngoai ra, s6 thi sinh lam dugc ca hai cau sb
hoc va dai s6 1& 20, s6 thi sinh lam dugc cd hai cau s6 hoc va hinh hoc 12 5, 6
thi sinh lam ducc ci hai cau dai sé va hinh hoc 13 10. Biét ring khong ¢6 thi
sinh khong lam dugc cau nao. Hoi ¢6 bao nhidu thi sinh lam dugc c& ba cau?

Lo gzaz G01 A, B, C tuong ting la tap hop cac thi sinh 1am dugdc cau s6 hoc,
dai s6 va hinh hoc. Theo gid thiét ta c6

|A] =25, |B| =30, |C| =15, |[ANB| =20, |[BNC| =10, ]CﬂA| = 9.
Vl khéng c6 thi sinh khong lam du’.dc cau nao nén

1AUBUC)_4O
Ap dung nguyeén 1y fhém bét ta co |
|AUBUC\:1A1+tB|+[C{—yAmB|—}Bn()l—tCmAlJrlAmBnC}.
Suy ra ' - , |
' 440:25+30+15——20'~—10-—5_—1—|AHBHC\

hay [ANBNC|=5.
Vay ¢6 5 hoc sinh 1am duge ¢ ba cau.

2.2 To hop - chinh h(jp - hoan vi

1. T6 hop -

Cho tap X gdm n phan ti (n > 1). Mdi tap con A gdm k phan tit clia
X (1< k < n) goi 14 mot t6 hop chap k cta n phan tit da cho. S§ cac
t6 hop chap k ctia n phan t 1a :

- n! ,
Ca ~ kl(n—k)V
2. Chinh hgp .
Cho tap X gdm n phén ti& (n > 1). M&i bo ¢6 thi tu (z1; 2a; ...; Tx) §Om
k phan tit ciia X (1 <k< n) goi 1a mot chinh hgp chap k cua n phan

n!

(n— k)

tit. S6 cac chinh hop chap k cla n phan tit 1a Af =
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3 Hoan vi

Cho tap X gom n phan ti (n > 1). Mai cach sip xép n phan t nay
theo mot thi tu nao d6 dude goi 13 mot hoan vi cia n phan tlt. S6 cac
hoan vi clia n phan tu 1& P, = nl.

Vi du 1. Cho da gidc déu A, A,...A,, noi tlep duong tron (O) (n > 2). Hbi
a) S6 tam gidc c¢6 ba dinh 1a ba trong sé 2n dinh cta da giac da cho?

b) S6 hinh chi nhat c6 bén dinh 1 bén trong s6 2n dinh clia da gidc da
cho? : : : ;

Loi giaz.

a) Ba dinh bat ki ctia da glac da cho tao thanh mot tam giac. M01 bo ba dinh
cua da gidc da cho 1a mot t6 hop chap 3 cla 2n phéan t. S6 tam giac c6 3
dinh 13 3 trong s6 2n dinh cta da gidc da cho 13

od (2n)! (2n-— 2)(2n —1n

312 —3)! -3 o
b) Méi dudng chéo ciia hinh chit nhat di qua tam O ctia dudng tron ta goi la
dudng chéo 16n. C6 tat cd n dudng chéo 16n. S6 hinh chit nhat ¢6 bén dinh 13
bén trong s6 2n dinh cta da gidc da cho bang s6 cap dudng chéo 16n va bing

2 n! _n(n—l)
C"“‘z!(n—Q)! 2

Vi du 2. Tit cac chit s6 0,1,2,3,4,5,6 ta lap cac sb, mbi s6 ¢6 5 chit s6 khac
nhau. Hoi
a) Lap dugc bao nhiéu s6 7
b) Lap dudc bao nhieu s chén ?

Lo’z gzaz

a) Gia s lap duogc so A = GiGza3a4a5 ¢6 5 chit s khac nhau. Ta ¢6 hai cach
dem s6 A:

Cach 1. Chon a; trude rdi chon bo (as; ag,a4,a5) S6 cach chon a; 12 6. V01
mdi cach chon a, thi (as, as, a4, as) 14 mot chinh hop chap 4 cia 6 chit s6 con
lai. Do dé, s6 s6 lap dugc 14 6.44 = 2160.

.Cach 2: D&m s§'s6 A bao gdm ci trudng hop ay = 0 rdi trir di s6 56 A trong
trudng hop a; = 0.
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S6 s6 A bao gom ca truong hop a; = 0 1a A3
S6 s6 A trong truong hop a; = 0 1a Ag.
Vay s6 s6 lap dugc 1a A5 — Ag = 2160.

b) Gia st lap duge s6 A = W ¢6 5 chit sb khac nhau va'A chdn. Ta
chon a; trudc, sau dé chon as vd cubi cung chon bd (az,as, as).
Néu a; 1é thi a; ¢6 3 cich chon. Khi do, as c6 4 cdch chon va (ag; as; aq) c6 Al
cach chon. ' \
Néu a; chin thi a; # 0 nén a; c6 3. cach chon. Khi d6, as c6 3 cach chon va
(ag; as; a4) c6 A3 cach chon.
Vay s6 s6 chin lap dugc la: 3.4. A2 + 3.3.A43 = 1260.

Vi du 3. Mot ban tron ¢6 10 ghé, danh s6 tit 1 dén 10. Can xep 5 hoc smh
nam va 5 hoc sinh nit vho ban. Hoi
a) C6 bao nhiéu cach xep7
'b) C6 bao nhiéu cich xép sao cho khong ¢6 hai hoc sinh cung giéi ndo ngdi
canh nhau? :

Lot gias.

a) Moi cach xep 10 hoc sinh vao ban la mot hoan vi ctia 10 hoc sinh da cho
S6 cach xép can tim 14 Pjy = 10! = 3628800. '
b) Dau tién ta chon ra 5 chd d8 xép céc hoc sinh nam: c¢6 hai cach. Véi mdi
céch chon 5 chd dé xép 5 hoc sinh nam c6 5! cich xép 5 hoc sinh nam va 5!
cach xép hoc sinh nit. Vay sb cach xép 10 hoc sinh thod méan yéu cau bai toan
" 1a 2.51.5! = 28800.

Vidu 4. Cho n, k 13 c4c s6 nguyén duang vak <n.Xéttap X = {1;2; 3 ;2n}.
Héi ¢6 bao nhieu hoan vi (z1; x2; ...; Ton) cia tap X sao cho trong do hal phan
tt k va k +n ding & hai vi tri ké nhau?

-~ Loi gi&z’. Ta xem mbi cip hai phin tu (k;n + k) va (n+ k; k) 1a mot phan

tir. Dit | | |
. a=(k;n+k), b=1(n+kk)

va A= (X\{k n—(—k})u{a} B = (X \ {k;n+ k}) U {b}. Ki higu S(X) la

s6 hoan vi clia tap X trong d6 c6 hai phan tit k va n+k du?ng ké nhau S(A)
va S(B) 1a s6 hoan vi ctia hai tap A vd B. Ta co

S(X) = S(A) + S(B) = 2.(2n — 1)L.
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2.3 Bai tap

2.3.1 Bai tap luyén tap

1.

. trudng v6i nhau?

C6 5 nha toan hoc nam, 3 nha toan hoc nit va 4 nha vat 1y nam. Lap

- mot doan cong tac 3 ngudi cin c6 cd nam vi n#, can c6 ci nhi toan hoc

va nha vat ly. Hoi ¢6 bao nhiéu cich?

Mot 16p ¢6 10 hoc sinh nam va 10 hoc sinh nt. Can chon ra 5 em di du
trai he, trong d6 c6 it nhat 1 hoc sinh nam va it nhét 1 hoc sinh ni. Héi
c6 bao nhidu cach? ‘

Mot hop dung 4 vien bi mau d6, 5 vien bi mau xanh va 6 vien bi mau
vang. Ngudi ta chon ra 4 vién bi tit hop d6 sao cho trong s6 4 vien duoc
chon khong ¢6 di cd ba mau. Hbi c6 bao nhieu cach? :

Doi thanh nién xung kich clia mot truong phd thong c6 12 hoc sinh,
trong dé c6 5 hoc sinh 16p A, 4 hoc sinh 16p B va 3 hoc sinh 16p C. Can
chon 4 hoc sinh di lam nhiém vu sao choi 4 hoc sinh.ndy thuoc khong
qué 2 trong 3 I6p noéi trén. Hoi ¢6 bao nhigu cach?

- Tl céc chit s6 0;1;2;3; 4 c6 thé lap dugc bao nhiéu s tu nhién c6 5 chit

s6 khac nhau? Tinh tdng clia tit ca céc sé tu nhién dé.

- T cac chit s6 15 2; 3;4; 5; 6;7; 8; 9 lap dugc bao nhigu sb tir nhién, méi s6
'g0m 6 chit s6 khac nhau vi tong cac chit s6 hang chuc, hang trim, hang

nghin bing 87

C6 bao nhieu s6 nguyen duong c6 5 chit sé ma tdng cac chit s6 ctia né 1a
mot s6 chin?

C6 bao nhiéu sé nguyen duong c6 10 chit sé khac nhau, trong dé khong
c6 hai chit s6 chdn ndo ding canh nhau?

Mot ban dai c6 hai day ghé d6i dién’nhau, mbi ddy c6 6 nghé. Ngudi ta
mubn xép chd ngdi cho 6 hoc sinh truong A va 6 hoc sinh truong B vao
ban néi trén. Héi c6 bao nhigu cach xép chd trong mdi trudng hgp sau:

a) Hai hoc sinh bat ki ngdi canh nhau hoic ngdi déi dién nhau thi khac

- b) Hai hoc sinh bt ki ngdi déi dien véi nhau thi khac trudng véi nhau?
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10.

11.
12.

13.

14,

15.

16.

2.3.2 Bai tap tu giai
1.

C6 bao nhisu sé nguyén duong c6 5 chit s6 abede sao cho

a<b<c<d<e.

Cho tap X = {0;1;2;3;4;5}. Hoi tit tap X ta lap dugc bao nhiéu sb tu
nhien abedef gdm 6 chit s6 khac nhau, thod méan d+e+ f—a—b—c=1

C6 bao nhisu sé tu nhien c6 4 chit s6 ma téng cac chit s ctia né la boi
ctia 47 ‘

C6 15 dai biéu ngdi quanh mot ban tron.

a) Hoi ¢6 bao nhiéu kha nvz“ing trong s6 15 dai bidu d6 c6 it nhit mot
ngudi ngdi khong ding chd clia minh nhu ban t4 chiic da sap xép?

b) Hoi ¢6 bao nhieu kha naéng trong s6 15 dai biéu d6 khong c6 ngudi
nio ngdi ding chd cia minh nhu ban td chic da sidp xép? :

Trong mot dé thi ¢6 ba cau: mot cau vé s6 hoc, mot cau vé dai s6 vh mot
cau vé hinh hoc. Trong sb 60 thi sinh du thi ¢6 50 thi sinh giai dugc cau
s6 hoc, 40 thi sinh giai dugc cau dai so va 30 thi sinh giai duge cau hinh
hoc. Ngoai ra, sb thi sinh giai dugc it nhét mot trong hai cau sé hoc va
dai s6 12 55, s6 thi sinh gidi dugc it nhat mot trong hai cau dai sb6 va
hinh hoc 13 50, s6 thi sinh giai dugc it nhat mot trong hai cau s6 hoc va
hinh hoc 13 45. Biét riing, c6 15 thi sinh gidi dugc ca ba cau. Hoi ¢6 bao
nhiéu thi sinh khong gidi duge cau nao?

Xét bang 6 vuong 4 x 4. Ngudi ta dién vao mdi 6 ciia bang mot trong hai
s6 1 hotic —1 sao cho tdéng céc sb trong moi hang va téng cic s trong
mdi cot bing 0. Héi ¢6 bao nhidu céch?

(IMO 1989) Cho n la s6 nguyén duong. Mot hoan vi (z1; T2; ... Tan) CUA
tap {1;2;...; 2n} dudc goi 1a c6 tinh chét T néu ton tais € {1;2;...;2n—1}
sao cho |z; — ;41| = n. Ching minh rang v6i moi n nguyén duong, s6

“céc hoan vi ¢6 tinh chat T 16n hon s6 cac hoan vi khong cé tinh chét T.

Cho hai dudng thing song song di va dy. Trén duong thang d; ¢6 10
diém phan biet, trén dudng thing dp ¢6 n diém phan bigt (n > 2). Biét
riing ¢6 2800 tam gidc c6 cac dinh 13 céc diém da cho. Tim n? .

Dép s6 : n = 20.
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2. Tt mot t6 gdm 7 hoc sinh nit va 5 hoc sinh nam can chon ra 6 em, trong
d6 s6 hoc sinh nit phai nhé hon 4. Héi ¢6 bao nhicu cach?

Dap 356 : 462 cach.

3. M'C)tx doi thanh nién tinh nguyen c6 15 nguoi, gdm 12 nam va 3 nit. Hoi
¢6 bao nhiéu cach phan cong doi thanh nién tinh nguyén do6 vé gitp do
3 tinh mién nii sao cho méi tinh ¢6 4 nam vi 1 nit?

Ddp s6 : 207900 céch.

4. Mot doi van nghe c6 15 ngudi, trong d6 c6 10 nam va 5 nit. Hoi ¢6 bao
nhieu cach 1ap nhém dong ca gdm 8 ngudi, trong d6 c6 it nhit 3 ni?
Ddyp s6 : 3690 cach.

9. Mot 16p hoc ¢6 33 hoc sinh, trong d6 c6 7 nit. Can chia 16p thanh 3 t6,
t6 1 ¢6 10 hoc sinh, t8 2 ¢6 11 hoc sinh, 3 3 ¢6 12 hoc sinh sao cho trong

- mdi t6 ¢6 it nht 2 hoc sinh nt. Héi ¢6 bao nhiéu cach? ‘
Ddp s6 : 43068078553500 céch.
6. Mot doi tuyén hoc sinh giéi gm 18 hoc sinh, trong d6 ¢6 7 em khéi 12,
- 6 em khoi 11 va 5 em khéi 10. Hoi ¢6 bao nhieu cach cit 8 em di du trai
hé sao cho méi khéi ¢6 it nhat 1 hoc sinh dugc chon?
- Ddp s6: 41811 cach.

7. C6 30 cau héi khac nhau, trong d6 ¢6 5 cau héi khé, 10 cau hoi trung
binh v& 15 cau héi d&. Can lap mot dé kidm tra gdm 5 cau hoi thuoe di
3 loai va s6 cau hoéi d& khong it hon 2. Hbi c6 bao nhieu cich?

Ddp 56 : 56875 cach.

8. C6 bao nhigu s6 tu nhién chia hét cho 5 ma méi sé gom 4 chit s6 khac
‘nhau? \ ’

Ddp 56 : 952 sb.

9. Tit cac chit s6 0;1;2; 3;4; 5 6;7; 8 ¢6 thé lap duoe bao nhiey sb ch&n, mbi
s6 gdm 7 chit s6 khac nhau? "

Ddp 6 : 20748 s6.
10. Tt cac chit s6 0;1;2;3;4;5 ¢6 thé lap dugc bao nhieu s6 ti nhién, mai

50 ¢6 6 chit s6 khac nhau va chit s6 2 ditng canh chit s6 37
Ddp 86 : 192 sb.
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11.

12.

13.

14.

Tit cac chit s6 0;1;2;3;4;5; 6 c6 the lap ducc bao nhidu sb chin, moi sb
c6 5 chit s6 khéc nha,u trong d6 c6 2 chit sb 1& va hai chit so 1é dc’) ding
canh nhau? ‘

devsé : 108 sb.

'111 cac chit s6 1;2;3;4;5;6 c6 the lap dugc bao nh1eu s6 tu nhién, m01'“
sb gom 6 chit s6 khac nhau va tong ba chu s6 dau nho hon téng ba chit
sb cubi 1 don vi.

Dap 56 : 108 sb.

\

C6 bao nhiéu s6 tu nhién chin, mbi s6 gdm 4 chit s6 khac nhau va nho
hon 21587

Dép s6 - 321 sb.

Cho tap A gom n phan tit (n > 4). Biét s6 tap con gdm 4 phan ti
ctia A bing 20 lan s tap con gom 2 phan tit cia A. Hay xac dinh

ke {1;2;...;n} sao cho sb tap con gom k phan ti cua A 13 16n nhét.

Ddp sé: k=09
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2.4 Huéng din giai bai tap

1. C6 ba phuong an chon: Phuong 4n thit nhit 1a chon 1 nha toén hoc nam,
1 nha toan hoc nit vd 1 nha vat 1§ nam. Phuong 4n tht hai 13 chon 2
nha todn hoc nit vd 1 nha vat ly nam. Phuong &n tha ba 13 chon 1 nha
todn hoc nit va 2 nha vat 1y nam.

S6 céch chon & phuong &n thit nhét la:

Sy - Cs.C3.C; = 60.
S6 cach chon & phuong 4n thi hai la
Sy = C3.C; = 12.
S6 cach chon & phuong an thi ba 1a
=C3.C; = 18.
Vay s cach chon cin tim la §=514 5+ 55 =90.

2. Céch 1. Dé chon dugc 5 hoc sinh thod mén yeu ciu, trudc tien ta chon
k hoc sinh nam (1 < k < 4), sau dé chon 5 — k hoc sinh nit. S6 cach
chon can tim 13

4 B
S = Ch.CH* =2(Cly.CH + C%.C3) = 15000.

Cach 2. Sit dung nguyen i b1 trit. S6 cach chon 5 hoc sinh trong s6 20

- hoc sinh ctia 16p 1a: C3). S6 cach chon 5 hoc sinh nam 1a: C%,. S6 céach
chon 5 hoc sinh nit 1a: C%;. S6 céch chon 5 hoc sinh sao cho c6 it nhat
mot hoc sinh nam va it nhat mot hoc sinh ni 1a

S = (%20~ C) — C% = 15000.

3. St dung nguyen If bt trir. S6 cach chon 4 vien bi tir hop da cho 1a Cis
Ta dém s6 cach chon 4 vien bi sao cho ¢6 dii ci ba mau. S6 cach chon
nay 1a C7.C1.C3 4+ CL.C2.04 +CL.CL.C2. Vay s6 cach chon 4 vién bi thoa
méan yéu cau bai toan la

S =Cf; — CLCLCY + CLC2.CL + CL.CLC? = 645.
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4. Cach 1. St dung nguyén li cong.
- 6 cach chon 4 hoc sinh ch1 thude mot 16p 1a: Sy = C§ + C’4 = 6.
- S5 cach chon 4 hoc sinh chi thudc hai 16p 1a

Sy = (CL—Ct—Ch +(Ci—C) + (Cg — C3) =219,
S6 cach chon 4 hoc sinh cin tim 1a S = Sy + S2.= 225.
Céach 2. St dung nguyén 1i bu tri.
-~ S5 céach chon 4 hoc sinh trong s6 12 hoc sinh la: C4,

- S6 cach chon 4 hoc sinh trong d6 mdi 16p c6 it nhat 1 hoc smh la

C2.CL.C) + C2.CL.CL+ C2.CLCL.

S6 cach chon 4 hoc sinh can tim 13
S =Cl,— (C2.C1.C5 + C{.C3.C5 + C2.CL.07) = 225.

5. @ Dém s6 sb lap dugce:

Céach 1. Gia st 1ap dugc sd A = 102030405 thod méan yeu cau bai toan.
V1 a; # 0 nén a; cd 4 cach chon Véi mbi cach chon ay thi c6 4 cach chon
a. V6i mbi cach chon ay,ay thi ¢6 3 cach chon az. Vi mdbi céch chon
a1, ay,as thi cé6 2 cach chon ay4. V6i mdi cach chon ai,asg,as,as thi cé 1
cach chon as. Vay, s6 s6 lap duge 1a S = 4.4.3.2.1 = 96.

Cach 2. Dat X 1a tap cac s6 c6 5 chit s6 khac nhau @iaza30405, trong
dé ay,asq, ag, a4, Gs thuoc tap M = {0;1;2;3;4;5} va ay c6 thé bang 0, Y
1a tap cac sb thudc X sao cho a; # 0 v Z 1a tap cac s6 thuoc X sao cho
a; =0. Ta co :

V| =|X|—|Z| = P; — Py=5! — 4l = 96.
e Tinh tdng cac sb lap duoc:
Trong tap X, mdi chit s6 0;1;2;3; 4 xuét hien P5/5 =24 lan nén
S(X) =24(0+1+2+43+4)(1+10+10*+ 10>+ 10*) = 2666640.
Trong tap Z, mdi chit s6 1;2;3;4 xuét hién Py/4 = 6 lan nén
S(Z) = 6(1+2+3 + 4)(1 + 10 + 10> + 10%) = 66660,
Vay, tng cdc s6 cAn tim 1a

S(Y) = S(X) — 5(Z) = 2599980.
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6. Gia st lap dugc s6 A = abedef thod mian yéu cau bai toan. Ta cé

¢+ d+e =8 nén chi c6 thé x4y ra hai kha ning

cde€{1'2"5} hoic cdee{l 3;4}.

Tmmnghdpl cdee{125}th1abf€{346789} 90cacso
lap dudc trong truong hop nay 1a

Truong hop 2. cde€{134}th1abf€{256789} S6 cac s6
lap duogc trong truong hop nay 1a :

Sy = P5. A} = 720.

Vay s6 cac sb thoé méan yéu ciu.bai toan 1a S = S; + S, = 1440.

. Gia st lap dugc s6 A = 10030405 thod méan yeu cau bai toan. Ta co:

ay ¢6 9 cach chon, cac chit s6 as, as, G4, MOI chit 86 ¢6 10 cach chon. Véi
moi cach chon ay,ay, as, aq thi do a; + as + az + a4 + as 13 s6 chin nén
as 6 5 cach chon. Vay s6 s6 ¢6 5 chit s6 thod man yeu ciu bai toan la

S =9.10%.5 = 45000.

- Cha y: C6 thé st dung da thitc, xem chuyén da 7.

. Gid st lap dugc s6 A = a103...a19 thod man yéu cau bai todn. Ta ¢é hai

trudng hop:

Truong hop 1. Cac chit s6 chin v 1& ding xen k& nhau:

Néu chtt s6 a 1é thi (al; as, as, ar, ag) 14 mot hoan vi ctia bo (1;3;5;7;9)
va (a9; a4’ ag; as; aig) la rnot hoén vi ctia bo (O 2;4,6;8). Do d6, lap duagc
51.5! = 14400 sb. :

Néu chit sb a; chin thi (a1, as,as, ar, ag) 13 mot hoan vi clia bo (0;2;4,6;8),

trong dé a; # 0, va (ag; aq; ag; ag; aw) la mot hodn vi ctia bo (1;3;5;7;9).
Do dé, 1ap dugc 4.4!.5! = 11520 sb.

Nhu vay, trong trudng hop 1, ta lap dugc tong cong
14400 4 11520 = 25920 6.

Truong hgp 2. C6 hai chit s6 16 ding canh nhau. Dé thay, trong trudng

hgp nay cap ha1 chit so 1é ding canh nhau 13 duy nhat Néu ta chap hai
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vi tri chita hai chit s6 18 d6 lam mot thi ta dude mot s6 ¢6 9 chit s6 ma
céc chit s6 chn, 18 ding xen ké nhau va ¢6 5 chit s6 chin. Ta c6, sb cip
hai chit s 18 1a A2 = 20. Vi ¢6 5 chit s6 chin nen vi tri dau tien 13 chu
s6 chén. Truong hdp nay ta lap dugc 4.4!.4!.20 = 46080 sb.

Vay c6 tat ca 25920 + 46080 = 72000 s thoa man yéu cau ba1 toan.

a) St dung nguyén 1i nhan. Viec Xep chd ngdi dufc}c chia thanh hai giai =
doan: » : :

Giai doan 1. Chla chd ng01 theo trufdng Co hai cach, nhu hinh minh hoa
dudi day

ABABAB  BABABA
L ] |
BABABA . ABABAB

trong d6 ki hieu A v B dé chi chd cta hoc sinh céc tmangAvaB

- Giai dogn 2. Phan chd ngoLtheo hoc sinh: Véi moi cach chia chd ngoi

theo trudng ¢ giai doan 1, c6 6! cich xép hoc sinh trudng A va 6! cach
xép hoc sinh trudng B. ‘ ‘

Vay s6 cach xép cho ngm thoa man yéu cau bal toan 1a .

2.6!.6! = 1036800.

b) De c6 mot cach x€p chd ngdi thod man yeu ciu bai toin ta thue hlen
1an lugt cac budce sau:

‘BUOC 1. Xép chd cho hoc sinh X ciia truong A.

Budc 2. Chon ra 1 hoc sinh Y ‘clia trudng B vh xép vio chd dbi dién véi

X.

" S6 cach xép chd can tim 1a

S = (12.6).(10.5) (8. 4) (6.3).(4. 2).(2. 1) —='33177600.

Céach 1. Gm X 1a tap céc s6 ¢6'5 chit sb abcde saochoa<b<c<d<eg,

AlatapcacsocoSchu’soabcdesaochoa<b<c<d<e Blatap
cacsocoSchusoabcdesaochoa—b<c<d<e C'la tap cac sb ¢6 5
chusoabcdesaochoa<b<c<d—evaDlatapcacsocoSchUso
abede saochoa=b<c<d=e. TacoABC’Dlacactapdmmotrdy

"nhauva X = AUBUCUD. Do do

\
1X| = |A| + |B| + |C| + |D| = C° + 2.C% + C¥ — 462.

" 4A- CDTbantphop
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' Cach 2. Datd' =a~—1,¢' =e+1,taco
/ 0§d’<b<c<d<ef§1,0.
M&i bo 4 s6 (khong k8 tht tu) thuoc tap hop M = {0,1,2, ..., 10} cho ta
- mot s6 ¢6 5 chit 86 thod man yéu cau bai toan. Do d6, s6 s6 lap dugc 13
O35, = 462. ' |
11. Tir gid thiét ta cé a+ b+ c = 7. Cdc bo ba phan ti clia X ¢6 tong bang
713 {(), 2, 5} {0;3;4}; {1;2;4}. Goi A la tap cac sb abcdef can tim va
B = {abcdefeA a,b, ce {0;2;5}}
C = {abcdef € A: a,b,c€ {0,3,4}}
D = {abcdef € A: a,b,ce {1;2;5}}.
Tacé A=BUCUD va B,C,D la céc tap roi nhau. Do d6
|A| = |B| + |C] + | D] = 2.(2.2.1).3! + 31.3! = 84.
12. Goi A la tap céc sb c6 4 chit s6 abed (a > 1) sao cho a+ b+ ¢+ d chia

hét cho 4. Xét b+c+d=4k+r (0 < r < 3). Néur € {0,1,2} thi véi
mbi gi4 tri clia r tdn tai hai gia tri cia a sao cho a + b+ ¢ + d chia hét
cho4laa=4—7vha=28—r. Néur =3 thi ton tai 3 gid tri clia a sao

" cho a4+ b+ c+d chia hét cho 4 laa =1,a="7,a=9. Goi B la tap cac

s6 bed v6i 0 < b,e,d <9vab+c+d=4k+r (0 <r <2),Clatap cic

s6 bed v6i 0 < b,c,d <9vab+c+d=4k+ 3, tacod

|Al—~2><{B}+3x|C}—2><(\B\+|O|)+|Cl—2x103+|C[

Xét tap hop C: Gid stt c+d = 4m+s. Néu s € {O; 1} thi ton tai hai gid
tri ctia b sao cho b+ c+d = 4k + 3. Néu s € {2;3} th}’_’_cc*)n tai ba gid tri
ctia bsao chob+c+d=4k+3. Goi D13 tap cic sd cd v61 0 < ¢,d <9

vact+d=4m+s (0<s< 1), Elatap céc s cd v6i 0 < ¢,d < 9 va

ct+d=4dm+s (2<s<3). Taco |

IC| =2 x|D|+3x |E|=2x (|D|+ |E|) + |E| =2 x 10* + |E|.
Xét tap hdp E: Dém truc tiép theo tong c+d ta dugc |E| = 24425 = 49..
Vay |A| = 2 x 10% + 2 x 10? + 49 = 2249.
Chii : C6 thé sit dung da thitc va s6 phiic, xem chuyen dé 7.

"4B- CBToantohop -
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13.

14.

a) Sb cach xep 15 dai b1eu vao ban 14 Pj5. Do ¢6 dung mot cach xép 15
dai biéu vao ban sao cho ci 15 vi déu ngdi ding chd clia minh nén s6°
cach sip xép 15 dai biéu sao cho cé it nhat mot ngusi ng01 khong ding
chd cia minh nhu ban to chite da sép xep 1a

Ps—1= 1307674367999

b) Gia stt cac dal bidu la Aq, Ag, ... A15 va chd ma ban t8 chitc da sfp xép }
cho céc dai biéu lan luot 1a G1, Gy, ..., G1s5. Do A; khong ngdi & G; nén
Ay ¢6 14 chd c6 thé ngdi. Néu A; ngdi § Gy, thi A, c6 14 chd c6 thé ngdi. ‘

Néu Ak ngdi & Gy, thi A,, c6 13 chd c6 thé ngoi. Ctt tiép tuc nhu vay ta-

6 s6 kh& ning trong sé 15 dai biéu dé khong c6 ngudi ndo ngdi ding
chd ctia minh nhu ban t8 chic da sép xép 1a 14. 14' = 1220496076800

Ki hieu X la tap hgp tét ca cdc thi sinh v& A, B,C tu’ong ttng 13 tap hop

‘cac thi sinh lam ducc cau: sb. hoc dai s6, hinh hoc Theo gid thiét ta co

|X| = 60, [A|:50 |B| =40, |C| = 30,
|AU B| = 55,|BUC| = 50, |CuA|_45
|AﬂBﬂC!~15 -

Ap dung nguyén 1y thém b6t ta co

|ANB| = |A| +|B| - [AUB|_50+4O 55 = 35,
IBNC| = |B|+|C| - |BUC| =40+ 30 — 50 = 20,
ICNA|=|C|+ |A] - |CUA| =30+ 50 — 45 = 35.

Sﬁy T3

JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB| = |BNC| - [CN A
+|AnBNC| | ‘
=50+40+3Q—35—“20,-—354—15:45. :

Vay s6 thi sinh khong giai dugc cau nao 1a

=X\ (AUBUO)| = |X| -~ [AUBUC]| = 60 - 45 = 15,
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15

De thay, néu ba hang dau tien da dugc dién sb sao cho tdng cac sb trong
moi hang bing 0 vA trong mdi cot cd khong qua hai s6 bang nhau thi ta
chi ¢6 mot cach dién hang tha tu. Ta di tim sb cach dién ba hang dau

© tien. Hang tha nhit va hang thi hai, moi hang cd 02 =6 c4ch dién sb

16.

ma tong cic s6 bing 0. Trong 6 cach dién sb clia hang thu hai, ta chia
thanh 3 loai. :

Loai 1. C4ch dién s6 hang thit hai tring véi cach dién s6 & hang thu nhat
0 i tri: C6 1 cach. Khi dé, ¢6 6 cach dién dong tht 3.

Loai 2. Cach dlen s6 hang thi hai trung v6i cach didn sb & hémg thit nhat
4 ¥i tri: C6 1 cAch. Khi d6, c6 1 cach dién dong thit 3. ;
Loai 3. Céach dién s6 hang thit hai tring Vi cach dién s6 6 hang thit nhat

2 vi trf: C6 4 cach. Khi d6, v6i mbi cach dién dong thi 2, c6 2 cach dién
dong thu 3.

Vay s6 cach dlen s6 thod man yeu cau bai toan 1a

S =616+ 6.1.1 + 6.4.2 = 90.

St dung nguyén li them bét. Ta 6 |z; — z;01] = n nén néu z; = k th
Tiy1 = k+n. V6i mdi k € {1;2;..;n}, ki higu A, 1a tap cac hoan vi ma

~ trong d6 hai phan tt &k va k +n. dung iien tiép. Goi A 1a tap céc hoan vi

) tlnh chat T. Ta co

— U Ay
k=1

Do dé

|A| > ZlAk| Z Ak 1 Ayl

k<h.

Tu dé6 suy ra diéu phéai chung mmh
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Nhi thu’c Newton

Nh1 thitc Newton la cong thitc khai trién bleu thitc (a + b)” véin nguyen
duong duéi dang da thue '

(a+b)" = Z Ckantpk.

k=0

- Cong thic trén c¢6 nhiéu ing dung trong toan hoc va da duge biét dén tir trudce

thai Newton. Con ban than Newton da mé rong khai trién dé cho tlucmg hop
n am va phan N goa1 ra, ngudi ta ciing chttng minh dugc cong thitc tong quat

clia kha1 trién nay:

n __ AL 472 Mm
(@14 ag+ ... +ay)" = § oo e LA RO
‘ ‘ _ NiNge... My
ni+ne+..+nm=n

Trong céc ki thi t6t nghiep THPT ki thi dai hoc va cac ki thi hoc sinh
g101 chiing ta thudng xuyén bit gip cac bai toin lien quan dén cong thitc khai
trién nhj thic Newton. :

| Vi du 1. Trong khai trién (a + b‘)”‘,‘cho a=b=1tacé6 dén/g, thic
| >‘C,2‘+C;+._.+,c;:-:‘ on
Ch‘ocltz'l,bv:——ltacé |
Cl—CL+C24 .. +(-1)"C" =0,
Dic biet, khi n chin, thay 7 bai 2n, ta ¢6 | |
C8 +C2, 4t O = Clot Gt ot cmel

o3
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Khi n 1é, thay n béi 2n + 1, ta c6
Conit + Congpr + o+ Conyy = Oy + G + .+ G

Bing cach tuong tu ban doc c¢6 thé tim.theém cac ding thitc t6 hop tha vi
khac. o ‘ ,

Vi du 2. Cho n 1a s6 nguyén duong. Hay tinh tong sau
S=CL+202+ .. +nCm
Céch gidi 1. (Bién ddi s hang tong quat). Ta c6

n! _. (n —1)!
Hin -k k- 1Dl(n— k)

KCE = k. = nCkL.

- Do d6
o S=n(Cl,+Cr_+..+Cpj) =n2""
Céch gidi 2. (St dung dao ham). Xét khai trién A
(1 +2)" =C%+ Crz + C22? + ... —l— Cra™,
Lay dao harﬁ‘hai vé theo bién z ta dugc
n(l+z)" ' =Cl+2C%x + ... + nClz™ L.

Choz=1tacoéS =n2"1

Vi du 3. Cho n 13 s6 nguyén dutdng; Hay tinh tdng sau

cr ¢c? cn
~s:03+7"+-—-ﬁ+..,+ n_

3 n+1

Céch gidi 1. Bién ddi sb hang tdng quéat. Ta c6

ck 1 o1 (Al 1
k+1 k+1km—k)! n+l(+Dn-k! n+1 ™
Do dé6 ,' .
) 1 1 0 n+1k 2n+1‘__1
S:m(cn+1+cn+l++cn+1):m
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Cdch. gidi 2. (St dung tich phan). Xét khai trién
(1+z)"=C? + Clz + C%z® + ...+ Cta™.

Ly tich phan hai vé tit 0 dén 1, ta ¢6

(1+$)n+11 1 L7 x"“) 1

(St Al iy 5T C—~ fora cr .

nr 1l T+ + 3+ -+ n 1) o
‘ ontl 1
S S=—
uy ra e

Viduy 4. Chon la sé'nguy’én duong. Hay ching minh déngvthﬁ:c t3-hop sau:
(CRP + (GO + ...+ (C)* = C3,.

Los gzaz Ta thay C7, 1a he sb cla z" trong kha1 trién nhi thitc Newton cla
biéu thitc S(z) = (z + 1)®. Ta xét mot cach khai trién khac ctia S(z):

S(@) = @+ DML+ 2 = (Z ck) (Z c;;ﬂ) .
1=0 1=0
Ta c6 he s cla ﬁrong khai trién trén 13 ‘
= (C% + (C1)? 4 ... + (C™)2.
(Co)* + (Co)* + ... + (C)* = Ci.
Vi du 5. (Dé thi dai hoc khéi A nam 2006). Tim hé s6 clia s6 hang chita 22
2 ’ ]. "
trong khai trien nhi thitc Newton cua ( L+ ) , biét ring
Chos + Gl 44 Oy =20 — 1
Loi gidi. Trude tién ta di xac dinh n. Ta c6
Chua = CII Vh = 1,2,

Suy ra
on+1 '
021n+1 + CQn—I—l + ..+ 02n+1 (C2n+1 + C:zn+1 + ..+ O -1

PEE g LY

l\Dl!—‘l\')IP—‘
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Tir gia thlet tasuy ra 2 —1=220 -1 hayn= 10.
Bay glo ta di x4c dinh hé sé clia s6 hangichita £26. Ta c6 khai trién:

( > ZO 10 k 7 | Zcmxllk 40

He s6 clia x% 13 C{“O ting voi k thoa mén:
11k - 40 =26 k=6.

Vay he sb ctia s6 hang chita 20 13, C’fo = 210.

3.1 Bai tap
3.1.1 Bai tap luyén tap
1. GiA sit c6 khai trién
} (a:+1)1°(x+2) =z 1+a1:c + .. +a10$+a11
Hay tinh he s6 as?

2. (Dé thi dai hoc kh6i A nim 2004). X4c dinh hé s6 clia z® trong khai
trién nhi thitc Newton ctia ‘ :

S@@)=(1+2*1-12)".
3. (D& thi cao ding nam 2008). Ti‘fn n nguyén duong sao cho
CL42C2 4.+ 270 = 3280,
| 4. Chvo.n 13 s6 nguyen dﬁong. Hay tinh tong sau
S=Cp+20,+ 3C2 +»... + (n+1)Cm.
5. Cho n > 2. Tinh tong

S =12C%+23.C+ ...+ (n—1)n.CI.
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6. (D& thi dai hoc Luat nam 2()01) Cho n 13 ES(‘); nguyén d‘uang, n > 1.
~ Chung minh rang ' , :

Cl3n! 4 2023” 2 +3c33” S 4. +nC“ = n4"" L
7. Cho . >2. Tinh tdng

.
S:___ 0 Halitae! . Cn
120”230"+ +(n+1)(n+ﬂ2) "

8. Cho nla s rig‘uyén dHOng, n > 2. Tinh tdng
| S§=r0+ PC;+ ..+ e
9. (D3 thl Hoc vien KTQS nam 2000). Xét khal trién

(]. -+ 2.’17) = Qg + a1z + .. + alg.’L'

Oon

a) Tinh tdng cac he s
| S_a0+a1+ .t ap.
b) X4c dmh k sao cho a; dat gis tri 16n nhat.

10. Cho m,n,p 1a cac so nguyen du’ong thod man: 0 <m<p<n Chiing
~ minh ring :

CL.CY,+CI.Ch oo+ OB mCm._chJrn

3.1.2 Bai tap tu’ glal

1. (D& thi dai hoc khéi D niam 2007) Tim he s6 clia sb hang chua I trong |
khal trlen thanh da thufc c¢iia bidu thutc ‘

S(a:) = x(l —27)° + 2%(1 + 3z)°.
- 2. X4c djhh hé‘s'é clia z8 trong khai trién nhj thic Newton ctia,
1 " |
()
z

biét
C’,’:ﬂ Crts = 7(" +3).
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10.

11.

.6. Tinh tdéng

. Chuyén dé 3. Nhj thic Newton

Khai trién biéu thic S(z) = (1 +z + 2 +2%)°"° thanh da thitc ta duge
S(.’E) = agp + a1 + v + &2010{272010

a) Tinh téhg cdc he s6 S = ap + a; + ... + asio-
b) Tim hé sb ag. |

Tinh tong

S =1.23C3+234Cs+ ...+ (n—2)(n—1)n.Cy.

. Tinh tdng

1
(n+ 1)(n+2)(n+3)0"

0 4 1
5= 1230 2340+ -

S =202 +4Ch +6CS, +...+2nCo.

. Tinh tong

1, 1
5:50% c +602n+ S +2an

. Tinh tong

S = O§n+ 02n+ +—-—02” L

(D@ thi dai hoc khéi B nam 2003). Cho n 14 s6 nguyen duong. Tinh tong

92 _ 1 93 _1 ontl _ 1
CL+ 02 +iToom

2 3 n+1 ”»

S=Cp+

(D& thi dai hoc khdi A ndm 2005). Xé4c dinh n nguyén duong sao cho
s — 2.2 Chyy + o+ (20 +1) 27.CH1L

(D& thi dai hoc khéi A nim 2007) Cho n 1a s6 nguyén duong. Ching
minh rang :
220 — 1

_02”+ om+1"

1
402n+ 5 02”‘
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12. Tinh tdng

. 1 . 2
S = ‘2‘021010 + "3“022010 ot 2011 2010 -

13. Xac dinh-n nguyén duong sao cho

CL cr
o = 1023,
10 <1+ R +1),

14. (Dé thi dai hoc khéi D nim 2003). Véi n nguyen du’Ong, goi as,_3 1a he
80 clia 23"~ trong khai trién nhi thitc Newton ciia (z*+1)"(z+2)". Hay
xéac dinh n sao cho as,_3 = 26n. : '

15. Xét khai trién

1 9 10 )
-+ =z :a0+a1x+...+a10x10.
373 o
- X4c dinh k sao cho a, dat gi&i tri lc’m nhat. -
16. Cho k,n la cac sb nguyen duong va k < n. Chitng minh ring
COc«k + Clclc-f—l +o 4 C«n lccm . Cn+lc. ‘
17. Cho m,n 1a cac s6 nguyen duong. Cht’rhg minh ring
Co+ Cgr + o+ Critn = Corn-
18. Cho n la sé nguyén duong 1&. Tinh tong
S =(Cp)*+2(C22 + ... + n(C™?,
19. Tinh tdng

1 1 1
S = Clgg — 5022009 + 50§009 - 2009 ——C300s-

20. Tinh téng '
G G Chuo
T 78 ' 89 2009.2010°
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3.2 Hu’dng dan glal bai tap o |
| 1. Ta co khal trién
(z+1)" 0109510 + O’ + .. C'10317 + 0118-.
He s as tng vdi 2° nén

2. Ta co

= +Z(C’“ 2’“20” vaﬁ). |

p=0

He s6 chia 28 trong khai trién trén tng v6i cap (k,p) thod man:
0<p<k<8 va 2k+p=8. -

8

C6 hai'cap thod man 13 (3;2) va (4;0). Vay he'sd cla © can tim 1a

0= CL.C3.(-1) + CLCY.(-1)° = 238, |

3. Tacé

CCL42C% 4.+ 27 Cp =3280

e C0 4201 + 922C% 4 .. 4+ 2°CT = 6561
& (1+2)" = 6561 '
&S n=8..

4. Cich gidi 1. Tach tdng S thanh hai tdng

Si=C0+Cht ..+ C, S =1C, +2C7 + ... + nCy.
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3.2, Huéng dén giai bai tap 1
Ta c6 ) = 2. Xét Ss: Bién doi sé hang téng quat |
| | kCE = nCk-1,
Suy ra - | : o
Sy=n(Ch_+Ch +..+C"7}) = nzn‘f.

T

Vay : : .

Cich gidi 2. Xet khai tridn
| (I+a)" : c? + Coz + Coa® + .. + C’g:n”.‘ ‘
Nhan cé hai vé véi z fa co .‘

z(1+ 5:)” = G,?a: +Clz? + Cﬁ;c?’ + o CRa™th

Lay dao ham haj vé theo bién 2 té 6 -

(L+a)" 4 na(l+2)" = €0+ 201 +3C22 + ..+ (n + 1)CPa"
Chox:ltacé T | |

- . S=(n+2)2""

| 5. édch gidi 1.Ta c6

(k= DECE = n(n — 1)C*¥2 vk = 1;2; ..n.
Suy ra » - | |
S=n(n—1) (Cly+Cl,+ ...+ Ci73) =n(n - 1)2°2,

Cdch gidi 2. Xét khai trién

(1+2)" = CO+ Clz + C2? + ... + CTg™.

Lay dao ham cép 2 hai vé theo bién z ta dugc

n(n — 1)(1 + ;1;)”"2 — 1203 + 2;3.02,2: + +n(n — '1)07711‘337;42-'

Choz=1tacoS=n(n-1)2"2 " }
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6. Cdch gidi 1. Dat S = C13"1 420232 + 3C33%73 + .. +nC’” Ta c6 .
kC’“—nC’kl‘v’1<k<n :
Suy ra |
S=n (C’O 3l 32 CrT) =n(34+ )M = ndt
Cach gzaz 2. Xét khai trién
(3+z)" = C3" + C13"~ 190 4+ C23" 2 + ..+ Crx .
Lay dao ham haj vé theo bién z ta dudc
n(3+2)"! = CI3" + 2023 0 + . 4 O
Cho z =1 ta c¢6 diéu phai ching minh.
7. Céch gidi 1.Ta c6

1 k 1 k42

FEET) " F )+ 3y ni

Suy ra
1 71
= I Dm ) (Corzt oot -+ C35).
1 BT
T nrDm+2) (Crsa 0’1”2 ot Gl = G C.’l‘“) '
23
T (n+D(n+2)

~ Cldch gidi 2. Xét khai trién
| (14 z)" 203+C,ix+0721w2+...+02x".
, Léy tich phan hai vé& theo bién z tir 0 dén t ta dudc

1 t”+1—1 tn+1
(-~”L—+)—————'—~.C°t+01——+ A+ Cp
n+1 n+1

L4y tich phan hai vé theo bién ¢ tit 0 dén 1 ta dugc

_ 2n+2__,n;__3
S (n+1)(n+2)
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8. Cldch gidi 1. Véi k > 2, ta cb

n!
S sy Ty
n!
=k ) e

= n(n — 1)CE2 4 nCk-1,

Suy ra

S=Cy+n(n—1) (Z ) <§C}L~1)
| ——n+n(n—1)2"2+n(2"1 1) '
=n(n+1)2"2
Cach gidi 2. Xét khai trién
. ‘(1—1-3:) “CO+0137+02:E2+ 4 Cngm
Lay dao ham hai vé theo bién z- ta dur0c
n(l+ )" = O,ﬁ +2C2z + ... + nCPz™ 1,
Nhan c4 hai vé véi T ta duoc |
nz(l+2)""" = Clz +2022% + ... + nCra™,
Lay dao ham hai vé theo blen T ta dugce | "
n(l v )" +n(n - Dz(l+2)"2 =1 'O+ 2°C2g + ... + n2CTa L,
Choa:zltadlioc - v |
S =n2 4 p (n—1)2"? —n(n+1)2"»—

9. a) Choz =1taco S = (1+2)2 =531441.

b) Ta c6 a; = CfQ.2k.‘Dé tim he sb a; 16n nhat ta sip x8p lai day (az).
Xét ti sb ' - '
| | gy _ Ciftok+ 912 — k)

ar  Ck2v T ki1
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Chuyén dé 3. Nhij th.ﬁ'c Newton
Ta c6 -
Qg1 > ap & k< T,
Do d6 ta ¢ '
a0‘<a1<d2<a3<a4<a5<a6<a7<ag
FFCLg > ag > @1p > Q11 > A12- .
Vay hé sb 16n nhét 13 hé sb ag, ing v6i k = 8.
- 10. Tac6 CP,., 1ahe sb clia «” trong khai trlen nhi thitc Newton cia S(z) =

(14 z)™*". Ta xét mot cach khai, trién khac ctia S(z):

S(z) = (1+z)" (1 +2)"

Heé s6 ciia 2P trong cdch khai trién nay la

= 3 ChCs = OO, + CELCh + .+ OO

k+s=p

Vay B o o
CP.CO 4+ CPLCL 4 o+ CETC = Ol



Chuyén dé 4
Nguyén tac Dirichlet

4.1 Nb6i dung nguyén tic Dirichlet

Nguyen tdc Dirichlet mang tén nha toén hoc ngudi Dic: Peter Gustav Dirichlet
(1851-1931), dugc phat bidu hét sic don gian:

- Néu nhét n+1 con thé vao n cdi long (n la s6 nguyen duong) thi co mot
long chita it nhat hai thé.

- Néu nhét n(m — 1) + 1 con thé vao n cdi long (m n la 8o nguyen duong)
thi ¢6 mot long chita it nhét m thé.
Ho#c mot dang phét biéu khac, thudng hay st dung

- Néu nhét m con thé vao n cdi long (m,n la 6 nguyén duong va m khong

chia hét cho n) thi c6 mot long chita it nhét [-—g] + 1 thé.

Stt dung phuong phap phan chiing, ta c6 thé dé dang chitng minh duge nguyén
" téc Dirichlet.

Mic dit duge phét bigu hét sttc don gidn nhu vay nhung nguyén tic Dirichlet
lai ¢6 nhiing tng dung hét sitc da dang, phong phi, trong nhiéu linh viuce va
rat higu qua.

Déi v6i ban doc méi 1am quen v6i nguyén tac nay xin tham kh&o cubn sach
cla cling tac gid:

"Cdc chuyén dé sé hoc bdi dudng hoc sinh giéi THCS - NXBGD VN".
Trong cudn sich nay ching ta di sau hon véi nhitng vi du va bai tap doi hoi
nhiing thao tac tu duy phitc hop va kha nang xt I cic dit kién vA yéu cAu mot
céch tinh té.

Xét cac vi du sau:

Vidu 1.Xét tap M = {1,2,...,9}. V6i mbi tap con X cta M, ta ki hieu S(X)
‘12 téng céc phan ti thude X. Ching minh ring trong s6 26 tap con X cta M
v6i | X| < 3, ludn ton tai hai tap A v B sao cho S(A) = S(B).

65

5A- CBToantohop
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Li. gidi. Ta chia cac tap con X ctia M thod man | X| < 3 vao céc 16ng, mbi
16ng bao gdm cac tap c6 ciing tong cdc phan ti. Do 0 < S(X) < 24 nén c6
25 16ng. Do ¢6 26 tap X véi < : ; : ‘
16ng. Didu d6 c6 nghia 13 tdn tai hai tap A, B sao cho S(A4) = 5(B) 0

Vidu 2. Cho tap X = {1,2,. 2009} Chung minh ring trong s6 1006 phan
t1r bat k1 ctia X ludn c6 hai phan tlt c6 téng bing 2010.
Lot giai. Chia tap X th‘z‘mh cac cap

*(1,2009), (2, 2008), ..., (1005, 1005).

Vi ¢6 1005 cap va 1006 phan tit nén ton tai hai phan tif thudc cling mot cap.
Hai phan ti ndy thod man yéu ciu bai toan. O

“Vidu 3. Cho t’ap X =1{1,2,3,...,81}. Chtng minh réing trong 3 phan ti tuy

¥ ctia X ludn ¢6 hai phan ti a, b sao cho
| 0< Va—-Vb<1.

Loi gidi. Xét 3 phan tl 1, 70, 13 cla X. Dt ¢; = &/Z;,1 = 1,3, ta c6

1 < ¢; < 3. Chia khoang [1 3] thanh hai khoang [1;2] va [2; 3]. Theo nguyeén
téc Dirichlet thi trong ba sb ¢y, ¢, c3 ¢6 hai s6 cling thude vao mot trong hai
khodng néi tren. Gia sit hai s6 d6 1a z = \/E va y = v/b thi a, b 12 hai s6 thda
man yéu ciu bai toan. - O

Vidu 4. Ben trong tam giac déu ABC c6 canh b:ng 6 cm, cho 13 diém phan
biét. Chitng minh ring ton tai hai diém trong sb 13 diém da cho ma khoang
cach giita ching khong vugt qua /3 cm.

Lot gids. Dé 4p dqng duoc nguyén tic Dirichlet, ta chia tam gidc ABC thanh
12 phan (médi phan tuong tng v6i mot 1ong) sao cho trong mdi phan, khoang
cach giita hai diém bat ki khong vuot qua /3 cm, ching han nhu hinh vé:

5B- CBToantohop
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Theo nguyén tic Dirichlet, trong sé 13 diém da ¢ho c6 it nhit hai diém
thudc cing mot phan. Hai diém nay thoéa man yéu ciu bai toan. =

Vi du 5. Trén mit phing cho 6 diém, trong d6 khong c6 3 diém nao théng
hang. Cac diém da cho dudc ndi véi nhau bdi cdc doan thing, mdi doan thang
dugce t6 béi mot trong hai mau: xanh hodc dé. Ching minh rng ton tai 3
diém trong s6 6 diém da cho tao thanh mot tam giac co 3 canh cling mau.

Loz gzaz Xét dlem A trong s 6. diém da cho. Nb6i A v6i & diém con lai ta
‘duge 5 doan thing. Theo nguyen tic Dirichlet thi trong 5 doan thing d6 cé it
nhat 3 doan cung mau. Gia st 3 doan AA4;, AAQ?AA:; cing mau d6.

AZ

Né&u mot trong céc doan A;A;, trong d6 1 < 4,7 < 3vd i # j, c6 mau do thi
tam gidc AA;A; thoa méan yéu ciu bai toan. Néu cd ba doan A; Ay, Ay As, AsA,
‘déu mau xanh thi tam gidc A; Ay A3 thdéa mén yéu ciu bai toan. O

‘Viduy 6. (VMO-2004) Cho tap A = {1;2;3;...;16}. Hay tim s6 nguyén duong
* k nhé nhat sao cho trong mdi tap con gdm k phan tit cia A déu ton tai hai sb
phan biet a,b ma a? + b? 13 mot sé nguyén tb. '

Loi gidi. Ta thiy, néu a,b cung chin thi a? + b? 13 hop s6. Do d6, néu tap
con X clia A c6 hai phan tit phan biét a, b ma a? + b2 13 mot 6 nguyén t5 thi
X khong thé chi chita céc sb chin. Suy ra k > 9. Ta chimg-td k = 9 13 gia tri
nho6 nhit can tim. Didu d6 c6 nghia 13 v6i moi tap con X gdm 9 phan ti bat
ki cia A ludn tdn tai hai phan ti phan biét a,b ma a? + b? 13 mot s6 nguyén
't6. D& chitng minh khing dinh trén ta chia tap A thanh céc cdp hai phan tu
phan biét a,b ma o + b? 12 mot s6 nguyén t6, ta cé tat ca 8 ciip:

(1;4), (2:3), (5:8), (6 11), (75 10), 9;16), (12,13), (14, 15).

Theo nguyén tic Dirichlet thi trong 9 phan tu cia X c6 hai phan t thudc
cling mot cdp va ta c6 didu phai ching minh.
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Trong céc vi du trén ching ta thiy nguyén tic Dirichlet dudc 4p dung hét
sttic da dang, khong phéi lic ndo ciing dé& dang nhan ra duge "tho" va "1éng".
Dé c6 thé 4p dung nguyen tic Dirichlet cin phai ¢6 nhiing suy luan hop li,
nhiing phdn doan va ki ning bién ddi gid thiét va két luan nita. Duéi day 1a
hé théng bai tap dé cac ban thit stc va rén luyen ki ning 4p dung nguyén tic
th vi nay. | ‘ |
4.2 Bai tap
4.2.1 Bai tap luyén tap

1. Cho tap X = {1,2,...,2010}. Chttng minh ring trong s6 1006 phan ti

bat ki ciia X ludn c6 hai phin tif nguyén t6 cing nhau.

2. ching minh rdng trong 39 sb tu nhien lien tiép bao gidy ciing tim dugc

mot s6 ma tong cac chit sb ciia n6 chia hét cho 11.

3. Cho tap X = {1,2,3,...,200}. Chitng minh ring véi moi tap con A ciia
X c¢6 s6 phan tif bing 101 ludn tdn tai hai phan t ma phin t& nay 13
boi cia phan tu kia. '

4. Trong hinh chit nhat 3 x 4 ¢6 6 diém. Chiing minh ring trong 6 diém dé
c6 hai diém A, B ma khoang cich gita ching khong vuct quéa /5.

5. C6 65 nguoi dén tit hai quan, mbi ngudi lam mot trong 4 nghé. Biét ring
cit 5 ngudi cling nghd thi c6 hai ngudi ciing tudi. Chiing minh ring c6 it

" nhit 3 ngudi ciing tudi, ]am ciing mot nghé va ciing dén tit mot quan.

6. Chon > 1 vd n + 2 s6 nguyén duong

1§ a; < ap < ... < Gpga < 3n. N
Chiing minh réng ton tai hai s6 a; v a; sao cho n < a; — a; < 2n.

7. Cho tap M gdm 11 sb thyc phan biét tit trong khodng tit 1 dén 1000.

Chiing minh ring, ton tai hai s6 z # y sao cho
O<z—-y<14+3xy.
8. (Korea 1995) Cho m 14 s6 nguyén duong. Chitng minh riing ton tai hai

s6 nguyen a, b thoa man: |a] < m, |b] < m sao cho

0<a+b/2< Hﬂ.
m + 2
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9

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Cho Z z? = 1. Chiing minh ring, v6i moi s6 nguyén k khong nhd hon 2
=1

déu ton tai bo sb nguyen (a;) khong ddng thoi bing 0 va |a;| < &k — 1 Vi

sao cho
______})[__

Ll S P

(Dinh 1i Dlrlchle) Cho « 1a mot s6 vo ti. Chitng minh rang, ton tai vo -
han céc s6 nguyén p,q véi g > 0 520 cho :

1
&‘2".

p

a—=| <
q

(Dinh 1i 6 du Trung Hoa) Cho m, n 1a céc s6 nguyén duong, nguyén
t6 cing nhau. Chitng minh ring hé sau ¢6 nghiem :

{a: =a (mod m)

z=b (modn).

Cho tap A = {#ay,+ay, ..., +a1,}, trong d6 a; € 7 va a; # 0. Xét 6 ;
nguyén duong m < 1024. Chiing minh réing ton tai tap con S clia A sao

cho néu a € S thi —a € S v 3" a chia hét cho m.
- a€S .

Cho 7 la s6 nguyén duong va khong chia hét cho 10. Chting minh r%mg
ton tai s6 nguyén duong a chia hét cho n va trong bidu dién thap phan .
ctia a khong chita chit s6 0 ndo. -

Cho cac sb thuc a;,b; (1 =1,2,3,...,2009) thda mén
| a2+ =1,Vi=1,2,...,2009.

Chitng minh riing ton tai cap chi 86 (p,q) v6i 1 < p < g < 2009 sao cho

7T2

ap0q + bybg > 1 — W
Trén mit phing toa do, mot diém A(z,y) duge goi 1a diém nguyen néu
z,y € Z. Gia st A1A2A3 Ay, 1a mot n-giac 161 ¢6 tat ci cac dinh 13
diém nguyén. Biét riing mién da gidc d6 (bao bdm tat ca cac diém thuoc
mién trong va thudc bién) khong chita bat clt mot diém nguyen nao ngoal
chinh céc dinh A, A,, ..., A,. Chitng minh ring n < 4.
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1

17.

18,

19.

20.

21,

&

(USA 1976): Ngudi ta td0 mau cac 0 vuong clia mot bang 4 x 7 béi hai’
mau: den, tring; m&i 6 mot mau. Ching minh riing, véi bat ki cach to
nao ta ludn tim duge mot hinh chit nhat cé cac canh ndm trén cac dudng

1u6i ma 4 66 4 dinh cing mot mau. Khing dinh cdn ding nita hay khong

v6i bang 4 x 6.

Cho tap hitu han X. Ta chon ra 50 tap con Ay, A, ..., Asy, mbi tap ddu
chita qué ntta s6 phan ti cia X. Ching minh ring :

a) Ton tai phan tit a thudc it nhat 26 tap da cho.

b) Ton tai tap con A clia X sao cho sé phan tit cia A khong vuot quéi 5
va '

ANA; #£2,¥i=1,50.

Véi sb tu nhien A = U705y, ta ki hieu A = Gpa,-7...a7. Hay tim tt cd
cac s6 nguyén duong k c6 tinh chit: néu A chia hét cho k thi A chia hét
cho &

C6 15 dai bidu ngdi quanh mot ban tron sao cho khong c¢6 vi nao ngdi
ding chd cia minh nhu ban t3 chic da sip xép (cac vi tri dugc xép cach
déu nhau). Chiing minh riing c6 thé xoay ban dé c6 it nhat hai dal biéu
ngdi ding chd clia minh.

Hay chi ra mot céch xép sao cho c¢6 ding mot dai bidu ngdi diing chd va
moi cich xoay ban ciing chi c6 khong qua mot dai biéu ngdi ding cha.

Cho tap M gdm 2002 sb nguyén dLIOng, mdi sb chi c6 u6c nguyén t6
khéng vugt qua 23. Ching minh rang ton tai 4 s6 phan biét trong M co -

tich 13 lily thita bac 4 ctia mot sé nguyén.

Cho A 1a tap gdm n s6 nguyén t6 phan biét va M 13 tap gdm n+ 1 s6 tu
nhién phan bigt sao cho mdi s6 trong M déu khong 1a s6 chinh phuong

- va chi ¢6 udc nguyen t6 thudc A. Ching minh ring c6 thé chon ra trong

M mot s6 s6 ¢6 tich 1a mot s6 chinh phuong.

4.2.2 Bai tap tu giai

1.

2.

Xét tap X ={1,2,3,...,2010}. Chitng minh riing trong s6 1006 phan ti
ctia X ludn ton tai hai phan ti @ va b sao cho a — b = 2.

Chufng minh rdng trong s6 2010 ngudi tiy ¥, bao g10 ciing c¢6 hai ngudi-
c6 sb nguti quen bing nhau.
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10.

Tren mit phing cho 17 diém phan biét, hai diém bt ki trong ching
duge ndi véi nhau béi mot doan thing, mbi doan thdng duge to béi mot
trong ba mau: xanh, d6, vang. Ching minh ring ton tai mét tam giac
¢6 ba dinh 13 ba trong s6 17 diém da cho va c6 ba canh cing mau.

‘Cho 51 s6 nguyén duong khac nhau, mbi sb c6 khong qué 2 chi sb. Cht’rng
minh ring trong 51 s6 da cho ¢6 thé chon ra duge 6 s6 sao cho hai s6
bat ki c6 chit sb hang chuc khéc nhau va chit s6 hang don vi khac nhau.

Gia s X 1a mot tap tity ¢ da cho gdm 6 s6 vo ti. Hoi c6 ton tai hay
khong tap con M gdm 3 phan tit ctia X sao cho tong hai phan bu bét ki
ctia M déu 13 sb vo ti.

Ddp s6 : Ton tai.

Cho tap hop 6 M = {1,2,3,..,n},n > 2. Hay tim s6 m nho nhét sao
cho trong mbi tap con chita m phan t& cia M déu tdn tai it nhat hal s6
a,b ma sd nay 1a boi cla sb kia.
n-+1
|+ 1.
o

Dép s6: m = [

Ching minh ring c6 vo s6 s6 chia hét cho 195" ma trong bidu dién
thap phan citia né khong c6 cac chit 86 0,1, 2, 3.

Cho céc sb nguyen 1 < a1,4ag,...,a, < m vh 1 < by, by, ..., by < 1 thda

man

1< aq,a9,... angm va 1\()1,62,.. b <n

Chttng minh ring ton ta1 cac sb nguyen p,q,T, 8 Vi p,g > 1var, s>0
sao cho :

ap+ap+1+ +ap}-r —-b +bq+] + +bq+5

C6 201 ngudi dén tit 5 nudc khac nhau. Trong mdi nhém 6 ngudi cd it
nhét hai ngudi ciing tudi. Chu’ng minh ring c6 it nhit 5 ngum dén ti
cung mot nudc, c6 cung tudi va cung gl(jl tinh.

Chitng minh riing trong s6 9 sb thyc phan biét luon ton tai hai sb a va
b sao cho '
‘ a—2>b

< v2-—1.
1+ab

0<
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Chiing minh riing trong 4 s6 thirc duong khong nhé hon 1-luén ¢6 hai sb

a, b-sao cho ‘ ,
| VE—DF-1) _ V3

ab -2
(Poland 1998). Cho a4, as, ..., a7, b1, bs, ..., by > 0 thdéa mén
a; +b; < 2,V¥i = 1,7. Ching minh riing tdn tai k # m sao cho
lak — am| + [bp — byy| < 1.

(Thi vo dich Balan). Gi4 st mot tam gidc c6 thé dit vao trong mot hinh
vuong don vi sao cho tam cla hinh vuéng khong nim trong tam giac.
Chiing minh réng c6 it nhit mot canh clia tam gisc khong vudt qua 1.

C6 101 hinh chi nhat v6i do dai cac canh 1a cac s6 nguyen khong vuot
qué 100. Chitng minh riing trong sé cac hinh chit nhat dé cé it nhét ba,
hinh chit nhat A, B, C sao cho ta c6 thé dit A vao trong B va B vao
trong C'.

C6 2002 qua bong duge danh sb thit ty tuy § tir 1 dén 2002, mbi qui c6
mot trong 6 mau: xanh, do, tim, vang, tring, den. Chitng minh ring c6
it nhat mot qua ma sb thit tu cfia né bing téng sé tha tu cta hai qua
boéng cling mau, hodc gip doi s6 thi tu ctia mot qui béng cliing mau
khéc.

Méi dinh clia mot hinh citu gidc déu ta to boi mot trong hai mau: xanh
hoac do6. Chitng minh ring

) Cé6 it nhat 10 tam gidc c6 tat ca cac dinh cing mot mau.
b) Trong s6 10 tam gidc c¢6 tit ca cac dinh cung mot mau, c6 it nhit hai
tam gidc déng dang.
(Dmh li Erdos - Szekeres) Cho m, n 14 cac s6 nguyén duong. Chitng minh
rang v6i mot day gom (m—1)(n—1)+1 s6 thuc phan biét ludn ton tai

mot day con tang gom m s6 hang hodc ton tai mot day con gidm gdm n
sb6 hang.

(IMO-1991) Cho S = {1,2,...,280}. Tim s6 ty nhién n nhé nhét sao cho
moi tap con gdm n phan tit clia S déu chita 5 s d01 mot nguyen t6 cling ‘

‘nhau.
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4.3 Hudéng dan giai bai tap
1: Chia tap X thanh céc cip
(1,2),(3,4), ..., (2009, 2010).

C6 tat ca 1005 cap va 1006 phin tit nén theo nguyen tic Dirichlet, ton
tai hai phan t& thudc cing mot cap. Hai phan tit nay nguyén t6 ciung
nhau. \ ’ O

2. Xét 20 s6 dau tien. Trong 20 sb nay c6 2 sd ¢6 chit s6 tan cung la 0. Mot
trong hai s6 d6 c6 chit s6 hang chuc khac 9. Gia st s6 d6 1a N. Xét 11 86 -

N,N+1,.,N+9 N +19.
Téng céc chit s clia cic sb nay tuong dng 13
s,s+1,5s+2,...,s+9,s+ 10.

Trong 11 s6 lien tiép s,s +1,s +2,...,5 + 9,5+ 10, c6 modt sb chia hét
cho 11. o [

3. Gidsu A = {al,ag, ...,aml}. Viét cac sb a; duéi dal’lg a; = 2ai.bi, trong
doé bz la 86 1é. Xét cac s6 18 bl, bg, ceny b101. Ta c6 bl, bg, vy 6101 € X va trong
X chi c¢6 100 s6 1& nén ton tai hai s6 b; = b; (i # 7). Trong hai s6 a;,a;
c6 mot s6 1a boi cia s6 kia. Bai toan dude chitng minh.

4. Chia hinh chit nhat da cho thanh 5 phan nhu hinh vé. Theo nguyeén tic
Dirichlet thi c6 hai diém thudc cing mot phan. Hai diém d6 thoa man
yéu cau bai toan.

5. Gia st khong c6 ba ngudi ndo théa man yéu cdu bai todn. Theo nguyén
tdc Dirichlet thi c6 it nhit 33 ngudi dén tit cting mot quan. Trong s6 33
ngudi nay cé it nhat 9 ngudi lam ciing mot nghd. Xét 5 ngudi nao dé
trong S(j 9 ngudi trén, theo gid thiét thi c6 hai ngudi ciing tudi 1a A; va
By. B di Ay, By, xét 5 nguoi trong s6 7 ngudi con lai ta c¢6 hai nguoi
cling tudi Ay, By. Tiép tuc bd di Ay, By va xét 5 ngudi trong s6 con lai
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Tac6 0 <z < (k-1)y/n,Vz € Bva

ta dugc hai ngudi cing tudi As, Bs. Vi khong c6 ba ngudi nao thoa man
yéu ciu bai toan nén A;, As, As 6 tudi khéc nhau doi mot. Xét 5 ngudi,
gdm A;, Ay, A3 v3 hai ngudi trong sé 3 ngudi con lai ta ¢6 hai ngudi cing’
tudi. Vi Ay, A,, A5 khong thé cfmg tudi véi ngudi ndo khac trong sd con

" lai nén ta c6 hai ngu01 cling tudi Ay, By. Xét 5 ngum gom Ay, As, As, Ay

va ngudi con lai cudi cling ta c6 hai nguoi cing tudi, didu nay khong thé
x&y ra do gid thiét phan ching.

. Béng cach tinh tién déu céc a; ta c6 thé gla St apeo = 3n. Néu ton tai

a; thoa man n < a; < 2n thi n < a,9 — a; < 2n. Néu khong ton tal 4
sao cho n < a; < 2n thi xét cac cip '

(1,2n),(2,2n +1), ..., (n,3n — 1)

ta suy ra c6 hai s6 cing thudoc mot cap. Hai s6 nay thda min yéu cau
bai toan.

Xét A=z —y—1-3¥xy. Taco

3
5
f;
«'
+
ﬂ
L
\_/

Vi ¢/z € [1;10],Vz € M nén tdn tai z,y sao cho 0 < -y < (c‘heu
phai ching minh). ‘

. Xét (m+1)? 6 ¢6 dang = + yﬁ voi z,y € {0,1,2,...,m}.

Do 0 < z4+yv2 < m(1++/2) nén tdn tai hai 56 ¢+ d+/2 va p+ gv/2 sao
cho '

_ m(l++v2)  14++2
l(c+d\/§)—(p+q\/§)' = (m+1)2-1 T mt2

. Bing cach thay a; bdi —a;, ta c6 thé gid st z; > 0, Vi.

Khi d6 )" z; < /n(}_z?) = /n. Xét tap
=1

Bz,{x:Zki.xi:kieN,]@§k~1}.

S =1

= k™. Suy ra ton tai z,z’ sao

cho -
O< |z -1 < W

D6 chinh 13 didu cin ching minh.
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10. Trudc tién, ta ching minh véi moi s nguyén duong N, ton tai céc sb
nguyén duong p,q véi 1 < ¢ < N sao cho

D 1

a—=| < —

l N

That vay, chia khodng [0, 1) thanh N khodng

By = v[(k;{l) ]]f[) k=12 . N.

Xét cac sb6 c6 dang {qa},‘véi qg=0, 1,...., N. Theo nguyén tic Dirichlet -
ton tai hai 86 {g1a}, {g2a} (1 > ¢2) cling thudc mot khodng By nao do.
Khi d6 ta c6, )
, — < =
0 < Koo~ {mo}l <
Suy ra
1
N(g — @)

[g10] — [ge0]
1 — 42

o — <

T d6 c6 diéu phai chﬁ'ng minh.

Tré lai bai toan, gid st ¢6 hitu han cap s6 nguyén (p, ¢) v6i ¢ > 0 sao cho

va X la tap céc cap sd nhu vay.

Khi d6, véi s6 thuc duong M di nho ta c6

a— g] > M,Y(p,q) € X.

Chon N sao cho N > qva ~]\‘1}f < N. Khi d6, ton tai céc sb nguyen duong (

P, q sao cho

1 1 1
Do — < — nén € X. Diéu n& khon xay ra vi — < M.
N7 (p,q) y g xdy N
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11. Gid stt dugc 0 < a <m,0 < b < n. Xét cac sb c6 dang z = a + km,
k=0,1,..,n 1. Ta d& dang ching minh dudc cic sé néi tren c6 sb du
d6i mot khdc nhau khi chia cho n. Do dé, ton tai k sao cho

a+km=0b (modn)
Tt d6 ¢6 diéu phai chiing minh.
12. Gid stt dugdc ay, ag, ..., azp > 0. Xét cic tong
10
T = Zeiai, €; € {O, 1}
i=1
C6 2'° = 1024 tdng nhu vay nén theo nguyéen tfc Dirichlet, ton tai hai
tong T vh T" sao cho T = T' (mod m). Khi dé
10
T-T = Z(EZ —e)a; =0  (mod m).
i=1
Do dé, tap
S={z=(e;-¢e))a; € A: e;#¢€}}
thod mén yeu ciu bai toan.

13. S6 n khong chia hét cho 10 nén c6 mot trong hai dang n = 2¥.m v6i
(m, 2) = (m,5) =1 hodic n = 5*.m véi (m, 2) = (m,5) = 1. Xét n = 2Fm
theo bai trén ton tai A chia hét cho 2% v& trong biéu dién thap phan cla
A khong chita chit s6 0 ndo. Bay gio xét m +1s6 A, AA, ..., AA.. A ta
suy ra ton tai mot sé chia hét cho m vi d6 1 s6 cin tim. Trudng hop
n = 5%.m xét tuong tu.

14. Viét céc sb a;, b; dusi dang

a; = cosq, b; =sinw; (oy € [0;2m)). ’

Ta c6
aptqg + byby = cos(ay — ay).
m

Chia khodng [0; 27) thanh 2008 kho4ng, mdi khodng c¢6 do daid = T004"

T T 2w 2007
.om) = [0; l - U | 28T
0,27) = [05 755 U [1004’ 1004) Yot [ 1004 ”) |
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15.

16.

Theo nguyeén tic Dirichlet thi ¢6 hai sb Qyp, 0y cing thudc mot khodng.
Ta cé -

, 7r
0 <lop—ayl < 01
Suy ra
s 2
apaq + bpbg = cos(ay — ag) > cos 1004 > 1-— 51004

O

V1 céc dinh ctia da gisc 1a cdc diém nguyén nén toa do (z,%) clia mbi
dinh thudc mot trong bén dang : (chfn, chin), (chin, 1&), (1¢, chin), (18,
18). Gia stt n > 5. Khi d6, tdn tai hai dinh ma toa do chia ching thudc
cing mot dang. Gia st hai dinh d6 1& A(z1,v1), B(%2, y2). Khi dé trung
diém M ctia AB (thudc mién da giac) c6 toa do 1a (zas,yar) thda man :

T+ X2

Ty = : y1+y2€Z.

2 .

€L, Yyum=

Diéu nay trai véi gia thiét. Vay n < 4.

Xét bang 4 x 7: C6 28 0, t6 bing hai mau nén tdn tai 14 6 cing mot

‘mau, gid st 1a mau den. Goi a; 12 s6 6 den trén cot 7 (1 < 1< 7). Taco

(a; — 1)

2 2 2, ,'l‘ ‘ N~ ,: . . £, 9 a; N N
the gidm bdt de ) a; = 14. Trén cot ¢ c6 tht ca - 5 cdp cing mau

“den.

‘Bay gid ta chiéu céc 6 ctia bang xudng dudng thing (A) song song véi

cOt, mdi 6 clia bang bién thanh mot doan thing trén (A). Tong s cip
doan thing trén (A) 1a C? = 6. S6 cip diém xanh (trén cac cot) duge

L (i —1) 1 -
chiéu xudng 14 S = Zzzl &(%—l =3 23:1 aj — 7

B _ o
7

Theo bat ding thitc Cauchy - Schwarz ta c6: 31, a2 >

Suyra §>14—-7=7>6. |

Vi 86 cip chiéu xudng 16n hon sé téng sé cip c6 thé cé nén ton tai hai
cdp ma hinh chiéu cta ching trung nhau. Bén 6 § hai cgip.d6 1a bon dinh
cua hinh chit nhat va ciing mau.

* V6i bang 4 x 6, khing dinh khéng con ding nita (xem hinh sau).
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17.

18.

19.

%

Gia sit | X| = n. Tong s6 phén tit ctia 50 tap con A; lon hon 25n nén ton
tai mot phin td a thudc it nhat 26 tap, ching han 13 Ay, ..., Ay Xét 24
tap con lai ta suy ra tdn tai mot phin ti b thudc it nht 13 tap, ching
han Ay, ..., Asg. Xét 11 tap con lai ta suy ra tdn tai mot phan tit ¢ thude

- it nhét 6 tap, chdng han Ay, ..., Ass. X6t 5 tap con lai ta suy ra ton tai

mot phan ti d thudc it nhit 3 tap, chdng han Ay, ..., Asg. Xét hai tap
con lai ta suy ra ton tai mot phin ti e thudc it nhét hai tap, ching han
14 Ayg, Aso. D& thiy tap con A = {a,b,c,d, e} thdéa méan.

Gid st k ¢6 m chit sb6: 10™! < k < 10™. .

Trong 10™ — 1 s6 lién tiép, tit 10™ + 1 dén 2.10™ — 1, ¢ it nhat mot sb
chia hét cho k. Goi sb do la A =Tajas...0m = A = Gmm_1...011 : k =
(k,10) = 1.

Trong 10™ — 1 s6 lién tiép, tit 50.10”‘ +1 dén 51.10™ — 1, ¢6 mot sb chia
vhét cho k. Goi s6 d6 14 B = 50bbs...0,, = B = b,,...0105 : k.

=M-M=299.10": k=99 k.

Th lai: cac uéce clia 99 déu théda man.

V6i mdi dai bidu A, ki higu d(A) 12 khoang cach tit A dén vi tri ding
ctia A (khodng cich trén dudng tron, tinh theo chidu kim ddng hd). Vi
c6 15 dai biéu vi chi c6 14 gi4 tri clia khodng céch (do 1 < d(A) < 14)
nén tdn tai hai dai bidu 4 vd B ma d(A) = d(B). Khi quay ban dé A
dén vi tri ding ctia A thi B ciing dén vi tri ding cta B.

Bay gid ta chi ra mot cach xép sao cho c6 ding mot dai bidu ngdi ding
chd va moi cach xoay ban ciing chi c6 khong qua mot dai bidu ngdi ding
chd: ’ ‘ : _

Gid sit 15 dai biéu la A4, A,, ... , A1s va A; duge x8p ngdi & vi tri thit 4.
Khi d6, cach xép sao cho A; ngdi & vi tri mdi T(A~) = 2i — 1 thod mén
yéu ciu bai toan. - '
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20. C6'9-s0 nguyen t6 khong vuot qua 23 1a

21.

P1:2P2=3P3 5p4-7p5-11P6—13p7—17p8—19p9——23

Vlet céc s da cho du’cn dang

A= a®ptt.pd?..pge

trong d6 a € Nva o; € {0, 1}

Do s6 bo phan biet (z1,2»,..,79) € {0,1}° 1a 2° = 512 nén néu xét
513 phan t& thudoc M thi theo nguyén tic Dirchlet, ton tai hai bo
(o1, g, ..., ag) triing nhau. Tuong dng véi hai bo d6 ta dugce hai sb trong
M ¢6 tich 1a s6 chinh phuong. Gia st hai sb6 do6 1a aq,by. Loai bo hai
phan t ay,b; v x6t 513 phén ti clia M trong s con lai ta suy ra c6
hai phan t ay, by 6 tich 1a sé chinh phuong. Tiép tuc qua trinh trén ta

‘nhan dudc 513 cip (a1, b1), (az, b)), ..., (as13, bs13) ma mbi cap c6 tich hai

phan tt 14 mot s6 chinh phuong. Bay givi dat
‘ 2 2
a1by = C%, by = Cos e a513.b513 = Cs13

v& x6t 513 88 ¢, ¢y, ..., cs13. V. cdc ¢;_ciing chi ¢6 udc nguyen td khong
vugt qua 23 nén ta suy ra c6 hai s6 cp, ¢, ¢6 tich la s6 chinh phuong.
Khi d6 4 86 am, by, an, b, c6 tich 13 liy thita bac 4 ctia mot sd nguyén.[]

S6 tap con phan bigt, khic @ ciia M 13
Cl+1 + + Cn+1 1 = 27‘L+1 —‘ ]_

Goi cac tap con d6 1a My, My, ..., Mon+1_; VA a; 13 tich cdc phan ti cla
M;. Gia st cdc phan t ciia A 1a py <p2 < ... < pTa viét cac tich
a; dudi dang a; = b2.p;™ ..pn™ trong d6 oy, € {0 1}. Ta c6 2"t — 1 bo
(i, iy, ..., @, ) thudc tich Dé cac {0,1}" (tlch.DecaC {0,1}" c6 2" phan

t1) nén t3n tai i # k sao cho (a, Qs ooy Qi) = (Qyy Otk oo, O, ). Khi

d6, a;.ay 1a s6 chinh phuong. Bay gio chi viéc bd cac phan tit thudc giao
cia M; va My ta con lai cac phan tit khac nhau m3 tich 1& mot s6 chinh
phuong.



"Chuyeén dé 5
Nguyen tac cuc han

Trong céc bai toan rdi rac, ching ta thuong phai xem xét phan tir 16n nhat
hay nhoé nhét clia mot tap hop. Nguyen tic cuc han cho ta mot khing dinh v&
sy ton tai clia cdc phan tir do. ‘

5.1 Nguyén tic cuc han

- Cho tap cac sb thuc A # @. Néu A c6 hitu han phan ti thi trong A ton
tai phan t nhé nhit vA phan ti 16n nhét.

- Cho tap céac sb nguyén A # @. Néu A bi chin trén, titc 12 tdn tai s6 thuc
a sao cho a < o, Va € A, thi trong A tdn tai phan tit 16n nhit.

- Cho tap céc s6 nguyén A # @. Néu A bi chin du6i, titc 12 ton tai sé thuc
a sao cho a > a,Va € A, thi trong A tdn tai phan tit nhé nhét.

D& thiy tdm quan trong va nhitng &p dung thi vi clia nguyén tic ndy ching
ta hdy mot s6 vi du. |

Vi du 1. Trén bang c6 2010 cau khing dinh:
Cau 1. Trén bang c6 it nhat mot cau khing dinh sai.
~ Cau 2. Trén bang c6 it nhit 2 cau khing dinh sai.

- Cau 2010. Trén béng c6 it nhat 2010 cau khing dinh sai.
Héi nhitng cau nao diang?

Ldi gidi. Goi A 13 tap hop cac chi sb k sao cho cau khing dinh thi & 13 cau
dfing. Vi cau thit 2010 khong thé 14 cau ding nén cau 1 1a cau ding, do d6
A # &. Vi Acé hitu han phan ti nén tdn tai mot phan t k 16n nhat. Dok € A
nén 1,2,...,k—1 ¢ A. Do k 13 phin tt 16n nhit ctia A nén k+1,...,2010 ¢ A.

80
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Suy ra |A] = k.
Goi B 1a tap hop céc chi sb k sao cho cau khing dlnh thu’ k 1a cau sai. Do cau

khéng dinh thit & 13 cau ding nén |B| > k. Do cau khang dinh thit k + 1 sai |

nén |B| < k. Suy ra |B| = k.
Mit khac, |A| + |B| = 2010 nén k = 1005.
Vay cac cau khang dmh ding 14 1,2, ..., 1005.

Vi du 2. Cé 2009 van dong vien th1 dau bong ban theo thé thu’c dau Vong‘
tron, méi ddu thi du v6i tit ci cdc ddu thi con lai. K&t qud méi tran ddu

chi c6 thing ho#c thua, khong c6 hda. Chitng minh ring c6 thé xép 2009 van
- dong vién theo hang doc sao cho nguﬁi ding trude théng nguoi ding ké sau.

Ry

Lot giai. Xét tat ci cac cach xép mot s6 van dong vien theo hang do¢ sao. |
cho nguoi ding trude thang nguoi du’ng ké sau. Vi sb cach xép nhu vay 13 hitu -

han nén ton tai mot cach xép T' c¢é nhidu van dong vien nhit. Ta ching minh
cdch xép T thda man yéu ciu bai todn. That vay, gid st 7" khong chia tit ca
cac van dong vien va A 14 ngudi khong ndm trong cich xép. T. Gia st trong
cach xép T c¢6 n ngudi A;, A,, ..., A, sao cho A; thing A;y1. Néu A thing A,

thi cach xép A, A, Ay, ..., A, c6 nhidu van dong vien hon cach xép T. Do d6

A thua A;. Lap luan twong tu nhu vay ta din dén A thua tit ci cac van dong
- vién Ay, Ay, ..., A,. Nhung khi d6 cach xép Ay, As, ..., Ay, A ¢6 nhiéu van dong
vién hon cach xép T, vo li. Vay cach xep T phai chua tat ca cac van dong vién
va ta c6 diéu phai chiing mmh

Vidu 3. Chon vap la, céc sb nguyen du’.cmg vd n > 3. Tim nghiem duong
clia hé phuong trinh sau

p
.’131+1‘2=£E3
$2+$3

I
8
N

Tp—1+ Tpn = T3

a:n—l—xl—:v’z’

Ldz giai. Gid st M = l1r£1ax Tiy M = 1r£11<n z;. ViM,m € {:cl,mg,...,:cn} nén
) i<n . i<n

ta chd : _ .
“M? =Tk + Trtt, mP =1z, + S541.
Do zg, 2441 < M vA 25,75, > m nén
MP <2M, mP > 2m.

éA- CBbToantohop

@
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Do d6 | |
' M< V2, m> V2.
- Do M'Zmnén Mzm: /2.
Vay 21 =29 = ... = 2, = V2.

Vi du 4. C6 2009 diém trén mit phéng sao cho céc tam giac bét ki ¢6 3 dinh
la ba trong s6 2009 diém da cho déu c6 dien tich khong vuot qua 1 (don vi
dién tich). Chung minh ring c6 thé dit 2009 diém d4 cho trong mot tam gidc

c6 dién tich khong vuot qud 4 (ddn vi dién tich). '

Lot gids. Vi s6 tam giac c6 3 dinh 1 3 trong s6 2009 diém da cho la hitu han
- nén tdn tai mot tam gidc T c6 dién tich 16n nhat. Gia sit ba dinh cta T 1a
'X,Y, Z. Xét tam giac ABC sao cho X,Y, Z tuong tng la trung dlem clia cic
canh BC,CA, AB.

~Ta-c6: Saapc = 4Saxyz < 4. Ta chitng minh 2009 diém da cho ndm trong
tam gidc ABC. That vay, gid st ton tai diém M trong s6 2009 diém da cho
nim ngoai tam giac ABC. Khong mét tinh tdng quat ta cé thé gid su M nam
khac phia véi A dbi véi BC’ Khi dé, SAMYZ > S_}{yz, vo li. » O

Vi du 5 (Bai toan Sylvester) Tlong mat phing cho n dlem (n > 3). Biét
ring, mdi dudng thang di qua hai diém bat ki déu di qua mot dlem thi ba
khéc. Chitng minh rang n dlem da cho thang hang.

L&i gidi. Gia su n diém da cho khong théng hang G01 S la tap hop gom n
dlem da cho va- :

T = ﬂABC)ABCeSmﬂAB®>N

Vin dlem da cho khong thang hang nén T # @. ViT ¢6 hitu han phan t1 nén
theo nguyén tic cuc han, ton tai phan tt (A, B,C) € T sao cho d(A, BC) nhd
nhét.

6B- CBToantohop
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B H ¢ D : v

. Theo gla thiét, duong thang BC con.di qua diém tht ba D € S Khong mét
~ tinh tOng quat ta c6 thé gia st C nim gita B va D. Ké AH1BC, HK LAD,

CELAD. Ta ¢6 CE < HK < AH. Suy ra phan t& (C,A,D) € T-c6

d(C AD) < d(A, BC), vo 1i. Vay n diém da cho thang hang O

5.2 Bai tap
5.2.1 Bai tap luyén tap | |
1. Trén mit phing cho n. didm (n> > 4) khong cing n¥m trén mot dufOng |

théng. Chitng minh riing tdn tai mot dudng tron di qua ba diém sao cho
n6 khong chita diém nao trong sd n-— 3 diém con la1

2. Tim sb nguyen duong n 16n nhét sao cho tren mit phang ton tai n diém - /
phén bigt A;, Az, A ma ba diém bat ki déu 1a dinh cta mot tam glac
vudng? :

3. Trong mot budi da hoi cla mot trudng phd théng, méi nit sinh déu khigu
vii vi it nhat mot hoc sinh nam' va khong c6 hoc sinh nam nao khigu
vii v6i tAt cA cac nit sinh. Chiing minh réing ¢6 mét nhém gom hai hoc
sinh nam va hai hoc sinh nit sao cho mé&i ngudi trong ho chi khleu vl véi
mot ngudi ban khac giéi ciing nhém. '

4. Cho n 1a 86 nguyén ducng va n > 2. Ching minh’ rang tong sau khong‘
thé 1a so nguyen

5. Cho a,b 13 céc s6 nguyén durcmg va b < a. Biét ring, tdn tai cip sb
nguyen duong (u,v) sao cho u? + v? — auv, = b. Ching minh ring, b 1
s chmh phuong :

22+ y%+6

Chitng minh rang, A 13 mot lap phuong ding.

6. Cho x,y la cic s6 nguyen sao cho A = 13 mot sb nguyen.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
“(m > 1) thod méan:

Chuyén dé 5. Nguyén tic cuc han

. Xét day tat ci cac sd nguyen t6 p; < pz < <Py <

bat a, = p1 +p2 + ... + Dn. Chung minh ring, v6i moi n nguyén dIIOng
gitta a, va-apy1 €O 11: nhat mot s6 chinh phuang

Cho a vd d 13 nhitng sb nguyen duong. Chufng minh ring trong day
{a 4+ nd}°, c6 it nhat mot s6 ma 4 chit s6 dau tién ciia n6 1a 2009.

Cho tap hop X = {1,2,3,..;,2010}. Tim s6 nguyen N 16n nhét sao cho
v6i moi hodn vi ox = {ai, ay, ..., age10} clia X déu ton tai 30 sb hang lién

“tiép c6 tdng khong nhé hon N.

Trén mat phang toa do c6 3 diém nguyen (diém c6 cic toa do la céc s6
nguyen) nim trén mot dudng tron ban kinh 7. Chiing minh réng, ton tai
hai diém m3 khodng céch gifta chiing khong nhé hon Ir.

Cho n diém trén mat phfmg (n > 2). Ta dénh dau trung diém ctia tit ca
cac doan thang ndi hai diém bat ki txong s6 n diém da cho. Hobi s6 nho
nhat cac diém duge danh dau‘?

Trong dudng- tr()n don vi cho 2000 diém 1a cac dinh clia mot da gidc
16i: Chtng minh ring, tdn tai ba diém A, B,C trong s6 d6 sao cho:

S(ABC) < 3150000

Cho mot sb hitu han hinh tron chiém trén mat phéng mot dién tich bing
1. Chitng minh ring c6 thé chon ra mot hay mot s6 hinh tron doi mot

- khong c6 diém chung trong véi cdc hinh tron da cho va cb tong dién tich

khong nhoé hon %

Cho 2005 tap hop, mf)i tap trong-ching c6 44 phan tii. Biét ring hai tap
bt ki trong ching déu c6 diing mot phin tit chung. Ching minh réng,
ton tai mot phan td thuoc tat cd 2005 tap hogp da cho.”

Cho tap X c6 n phan tu (n > 1) v Al,Ag, .y Am 1a m tap con cia X

(a) |4;] =3,Vi=1,2,..
(b) |AiNA; <1Vz;£j(zj€{12 })

" Chitng minh ring, tdn tai mot tap con ciia X chita it nhit [v/2n] phan

tt vd khong chita bat ki tap con ndo trong s A;,t =1,...,m
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16.

17.

C6 23 ngudi ¢6 can ning 1 cac s6 nguyén. T 23 ngudi dé ta t6 chic

- mot tran béng da. Trude tien chon mot ngu’m nao dé6 lam trong tal sau
d6 chia 22 nguoi con lai thanh hai doi, méi doi 11 nguoi. Biét ring vdi
moi cach chon ngudi lam trong tai ta déu c6 thé thanh 1ap hai doi béng
voi tong can ning bing nhau. ChUng minh rang tat cd 23 nguoi do déu -
c6 can ning bang nhau. :

Cé6 bay chu lun ngdi quanh mot ban tron, trude mit méi chi c6 mot cai
ca. Mot s6 ca da dugce dd sita con mot sb ca thi khong (sb sita trong céc
ca da dugc d6 c¢6 thé khac nhau). Mot chi lun ding day v chia déu sb
sita trong ca cia minh cho'6 chi lun con lai. Chi lun ké ben (tinh theo
chiéu kim ddng hd) sau d6 cing ding day vi chia déu sé sita ctia minh -
cho 6 chd lun con lai. Cd nhu vay 1dn lugt céc chi lan déu ding day va
chia déu sd sita clia minh cho 6 ngudi con lai. Sau khi cht lun tht 7 chia
stta, ngudi ta nhan thay s6 sita trong céc ca gibng nhu ban diu. Héi neu
ban dau c6 3 lit sita thi s6 sita trong céc ca ban diu 13 bao nhieu?

5.2.2 Bai tap tu giai

[N)

. Trong mot hoi nghl ¢ it nhat hai dai bleu quen nhau. B1et rang néu hai

dai biéu c6 cung s0-lugng ngudi quen thi khong c¢6 ngudi quen chung.
Chiing minh réng trong hoi nghi ¢6 dai biéu chi quen dting mat, NgUOi.

Trong mot hoi nghi, nguvi ta nhan thiy riing néu hai dai bidu nao do
ma quen nhau thi khong ciing quen v6i dai bidu thtt ba. Con néu hai dai
biéu ma khong quen nhau thi ho cling quen véi dtng hai nguoi khac.

Chting minh ring trong hoi nghi nay t8t ca moi ngudi c¢6 s6 ngudi quen
bing nhau. : « ‘

Trén mét phéng cho da gidc 16i AlAg Ap (n > > 3). Chu‘ng minh ring ton
tai mot tam gidc c6 ba dinh 1a ba trong s6 n dinh cta da gidc da cho sao
cho dudng tron ngoai tiép tam giac d6 chita toan bo da gidc A;As... A,.

- Xét ludi 6 vuodng vo han, hai 6 c6 chung canh g01 12 hai 6 k& nhau. Trong

mbi 6 nglrdl ta viét mot s6 ty nhién sao cho méi sb bang trung binh cong
clia bon $6 6 bén 6 ké né. Ching minh rang tit cd cac s6 dugc viét trong

.céc 6 bing nhau.

Tai mot quée gia c6 n san bay (n > 1). Khoang cach giita hai san bay
nao ciing khac nhau. T mbi san bay, mdy bay cAt canh va bay dén san
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bay gan né nhat Chting minh ring trén bat ki san bay nao cung khong
thé c6 qua 5 may bay cling bay dén.

. Trong mat phing cho n dudng thang (n > 3), trong do hai dudng thang

bt ki déu cét nhau va qua mdi giao diém c6 khong it hon ba, dudng
thang di qua. Ching minh ring n dudng thang da (ho dong qui.

. Trong mat phing cho 2n diém . (n > 1) sao cho khomU ¢6 ba diém nao

thang hang Ngu01 ta t6 mau n diém dd v n diém xanh. Chung minh
riing c6 thé ndi cac didm dé véi cac didm xanh boi n doan théng, mdi
doan thang ndi hai diém khac mau 520 cho khong ¢6 hai doan nao cét
nhau.

. Trén mit phing cho n diém (n > 3) sao cho cit ba didm bat ki ¢6 hai

diém ma khoéang cach gitta chiing khong Vu’dt qué lem. Ching minh ring
c6 thé vé hai duong tron ban kinh R = iem sao cho céc didm da cho
nim trong hai dudng tron do. - '

. Trén mit phing, ke n dudng thing (n > 3) sao cho khong cb ba. du0ng '

nao déng qui. Tam gidc tao béi ba dudng thing trong s6 cac ducmg thang

~ d4 cho goi la c6 tinh chit T néu né khong bi dUOng thdng ndo trong sb

10.

11.

cac dudng thing con lai cit. Ching minh ring sb tam gidc c6 tinh chét
T khong it hon 2n — 2.

C6 n con chim (n > 2) dau trén du’dng tron tam O. Hal con chim dau

tai hai diém A va B dudc goi 1a trong thay nhau néu AOB < 1200 Hbi
sb nho nhat cac cap chim trong thiy nhau 1a bao nhiéu?

Cho day {ax}§2 R Biét rang, tdn tai chi 86 n sao cho

a1+a2+ Aa, =0 va an_HC—ak,VkEN

~ Chitng minh rang tdn tai chi s6 N sao cho véi moi k> 0, ta cd

12.

ay +ayy1 + .. Y+anyk 2> 0.

Xét da thfrc'P( ) =z? + 2+ 1. Chiing minh rang

‘a) Tap cac s6 nguyén t6 p sao.cho ton tai n nguyén duong ma P(n ) chia

- hét cho p 13 v6 han.

b) Ton tai vo han sornguyén duong n sao cho P(1).P(2)...P(n) khong

- chia hét cho P(n+1).
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13.

Cho n 1a s6 nguyén duong va A = 11...1 (c6 n chit s6 1). Vi mbi $6
nguyén duong a, ki hieu S(a) 14 tong cic chit sé ctia 56 a. Chitng minh

* rang néu N chia hét cho A thi S(N) > n.

14.

15,

16.

Cho 7 1a mot s6 nguyén duong. Xét bang 6 vudong n x n. Trong mdi 0
clia bang ta viét mot sb nguyén sao cho hai 6 bat ki cé chung mot canh
thi hai s6 trong hai 6 d6 hon kém nhau khéng qui mot don vi. Ching
minh rdng c¢6 it nhat mot s6 xuit hién trong bang khong it hon n 1an.

Mot day gom 2003 cin phong ndm canh nhau (hai phong lién nhau c6

chung mot bitc tudng), bao gdm cac loai phong khéc nhau. Chiing c6 thé

khong c¢6 cung dién tich, nhung méi phong déu c6 dien tich khong vuot,
qua 10m?. Ngudi ta mubn pha di mot sb bic tudng ngén cach gitta céc

phong khong ké hai bitc & hai diu ctia day nha) dé tao thanh cac phong

c6 dien tich 16n hon. T4t nhién, cac phong mdi tao thanh ciing khong

* nhat thiét c6 dién tich bang nhau, nhung phai ddm bao khong c6 phong

nao rong hon phong khéc qta 10m2. Héi viec d6 cé thuc hlen dugce khong
néu s6 bitc tudng bi pha di la 2000 ‘ ‘

Dap s6: Co thé thuc hién duac ‘
Xung quanh mot ban tron co 2009 cai hop dutdc danh sé thi tu theo

chiéu kim ddng hd, tit 1 dén 2009. Ban dau hop 1 c6 2009 vién bi, cac .
hop con lai khong cé bi. Thuc hién trd choi sau: mdi lan cho phép lay

" hai vién bi 8 mot hop nao d6 (néu hop ndy chita khong it hon hai vien

bi) va chuyén sang hai hop ké véi hop nay, mdi hop 1 vien bi.

a) Hoi véi cach chuyén bi trén, c6 thé chuyen duge qua nta sb b1 sang
hop 2 duge khong? Vi sao?
b) Hay chi ra mot cach choi dé trd choi‘dfxng Jai sau hitu han bude.

c¢) Chiing minh rang, v6i moi cdch choi, tr6 choi s& dung lai sau thu han
buoc : '
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5.3 Hudng dan giai bai tap

1. Trong n didm da cho tdn tai hai diém A, B sa0 cho n — 2 dlem con lai
nam vé cting mot phia cha dudng thang AB va khong c6 diém nio ndm
trong doan AB. Trong s6 cac diém khong thudc dudng thing AB ton tai

diém C’ sao cho goc AC’B 16n nhét.

M

A B

Duong tron di qua A, B, C khong chita didm nao trong s6 n—2 diém con
lai.

2. D& thdy n = 4 thi bén diém A;, As, A3, Ag 12 bén dinh ctia mot hinh
© vuong thod man yéu cau bai toan. Ta ching minh n khong vuot qua 4.
Gi4 st ton tai n > 4 thod méan yéu cau bai toan. Trong sb cac dlem da
cho ta chon ra cip diém A;, A; c6 khodng cach 16n nhat. Ti gia thiét ta
) suy ra cac didm con lai phai nim trén dudng tron dudng kinh A;A;. Vi
6 cac diém con lai khong nhé hon 3 nén ton tai hai diém thuodc cing
mot nita dudng tron dudng kinh A;A;. Gia st hai diém dé 1a A, A,.
K d6, tam gide A;AnA, 1 tam gide til, vo Iy, .

3. Vi s hoc sinh 13 hitu han nén tdn tai hoc sinh nam M; khigu vii véi
nhiéu nit sinh nhat. Vi khong ¢6 hoc sinh nam nao khieu vii v6i tat ca
céc nit sinh nén c¢é nit sinh N khong khigu vii véi M. Nhung mdi nit
sinh lai khigu vii v6i it nhit mot hoc sinh nam nén N; khigu vi v6i hoc
sinh nam M, # M;. Theo.cach chon thi M; khigu vii v6i nhidu nit sinh

~ nhét neén trong sb cic nit sinh da khiéu vii v6i M, co it nhit mot nit sinh
N, Lhong khiéu vii v6i M. Nhém gdm bdn hoc sinh Ml, Mo, Nl, N5 thoa
méin yéu cdu bai toan. -

4. Xét tap A= {z € N: 2% <n}. VI A bi chan trén nén A c6 phan'tit 16n
nhat. Gid st o = maxA Goi a 1a tich cia tit ci cac sb 16 khong vuot
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qua n. Xét s6 b = 99-1g. Ta c6, b 13 bai ctia tht ca cac phan ti cha tap
hop {2;3;4;...;n}\ {2%}. Do dé
b b

b
= - — Z.
b.S 5Tt g Tt ¢

Vay S khong thé 13 sb6 nguyeén.

5. Chon c&@p (u,v) sao cho u+ v nhé nhét. Gid sit duge u > v.
Coi u2 +v% —aquv = b 1a phutdng trinh bac 2 déi voi u va goi u' 12 nghiém
thit hai. Vi o' +u = av nén v’ € Z. Vi u? +v* < a(v'v+1) nén u' > 0.
Néu v = 0 thi b = v? 13 s6 chinh phuong. Néu «’ > 0 thi ti ding thuc
w.u' = v? — b tasuy ra v <v < u. Suy ra v +v <u+v, vo i

6. Gia sit duge z y > 0. C6 dinh A, chon cip z,y sao cho z —I— y nhé nhéat
va T > y Coi z2 + y* + 6 — Azy = 013 phuong trinh bac hai d01 véi x
va ng.’E 13 nghiém con lai. Ta c¢6 ' +z = Ay, 7.z = y* + 6 nén el
va ' > 0. Do cach chon cdp z,y nén ' > z va 2 < y* + 6. Suy ra
z? —y*€{0,1,2,3,4, 5, 6}..

Néuz =y thido A la sb nguyen nén 9:2|6 hay z = 1. Khi dé6 A = 8
13 lap phuong ding. Néu z > y thi bang cach gial tryc tlep céc phuong
trinh nghiém nguyén ta suy ra khong ton tai z, y.

7.Tacba; =p =2, a, =2+ 3 = 5. Gitta a; va a» ¢6 sb chinh phuong
A = 4. Tuong tu véi n = 2,3, 4 két luan cta bai todn vAn ding. Ta
chting minh bing quy nap. Gla su glua Gn_1 VA 4, c6 it nhit mot sb
chinh phuong A = a2 Trong sb céc s6 chinh phuong A d6 chon s6 A
16n nhét. Khi d6 a, < (a + 1)°>. Nhung bing quy nap ta co thé ching
minh dudc ring véi n > 4 : Ppp1 > 24/D1 + D2 + .. + pp + 1. Suy ra
Pny1 > 2a+1 VA anyy > (a+ 1) D6 chmh 13 diéu can chUng minh.

8. Bai toan Lhue chét 1a ching minh tdn tal hai s6 nguyén dUOng m,n sao
cho
2009.10m <a+nd< 2010.10’” (1)

Dé ¢6 thé chon duge sé a + nd théa man (1) ta chon m du l6n. Do
budc nhay cia day (a+nd) 1a d va khodng cach gitta hai s6 2009.10™ va
2010.10™ 14 d = 10™ nén ta chon m sao cho d < 10™. Bay gio c¢d dinh m
va chon n 14 sé nhé nhét thda man a + nd > 2009.10™, ta ching minh
a+ nd théa méan (1). Gid st ngugc lai, a -+ nd > 2010.10™. Khi d6 ‘

o+ (n—1)d > 2010.10™ — d = 2009.10™ + 10™ — d > 2009.10™.
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Diéu nay trai vdi cach chon n. | : .- O
9. Xet hoan vio cla X dat
- 0<I7{131}s§81 Z Gtk
Khi d6, s6 N can tim 1a .
‘ N = min A,.
 Tacs 5@10 2011
67A >ar+ay+ ...+ agolo --——l—_—éd “L.
" Suy ra A, > 30165. |
Xét hoan vi o = {2010, 1, 2009, 2, ..., 1006, 1005}, ta c6 A, = 30165.
Vay N = 30165.
10. Gia st ba diém da cho 12 A, B, Cvaala ds dai canh 16n nhat cia tamt
oz 1
gidac ABC. Ta c6: abc = 4r.S. Hon nita, dé thay 29 € Z nén S > 3 Suy
ra‘ ’ . .
abe > 2r =a* > 2r > r
11. Gid st A, B 13 hai diém ma, khodng cach giita chiing 16n nhat. Ve hai

- AB

- dudng tron (o) va (f) ¢6 tam ‘mIdng tng 1a A va B, ban kinh R =5

- Xét didm C bit ki trong s6 n — 2 diém con lai. D& thiy trung diém ctia

AC nam trong (a) con trung didm ctia BC nim trong (ﬂ) Cic trung
diém nim trong ciing mot dudng tron thi khac nhau Vay s6 trung diém
khong it hon 2(n —2) +1=2n-3
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} '-Neuk+z>nth1x_—

12.

Bay gio ta ch1 ra mot bd n diém ma so cac diém duoc danh diu duang
bing 2n — 3:

Trén truc s6 lay n chem c6 toa do lap thanh mot cip sb cong cong sai

d#£0,

A1 Ay An

Khi d6, d& thay 2n -3 trung diém ciia cac doan

: AlAg,AlAg,...;AlAn,AQAn,AgAn,..Q,An_lAn

~doi mot khéc nhau.

~ Ngoai ra, xét doan A Ak bat ki, trung diém M clia A; Ak c6 toa do 1a

G4 + 1473
2 B |
- Néu i+k<n thi ¢ = Lo 3’“” - nen M ciing 1a trung diém ciia doan
ArAgia | - |
_-_.-_—--—a’“ﬂ nt O e M cling 1 trung diém ciia doan

Ak+z~—nAn

Da't A Az+l = Qy, A; AH—IAH-Z = & va S - S(A Az+1Az+2>
Gid st S = min S;. Ta cé:

(QS)H < U(ZSJ = H(ai-?iﬂ._Sin Ozi)v < (Znaz)” (Znaz)n(m)n

. n
i=1

Mat khac

=sin ——— =851 — < —

o S T
Zaz<2 Zsmaz_sinza . (n=2)m 7

‘TiI dé suy ra (v25")n < (-27——17‘[)2”“.’81‘1}7 Afa‘: S <,4(%)é.

Cho n = 2000, ta suy ra didu phéi ching minh.
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- 13. Ki higu S(O; R) la dién tich hinh tron (O R), H(O; R) la dién tich phan
mit phéng do hinh tron (O; R) va tit ca cdc hinh tron ¢6 didm chung véi
(O; R) tao nén. Ta chiing minh néu (O; R) 12 hinh tron 16n nhés trong tat ‘

c& cac hinh tron ¢6 diém chung véi (O; R) thi S(0; R) > 1H (O; R). That
vay, do céc hinh tron c6 diém chung véi (O; R) thudc hmh tron (O; 3R)

nén H(O; R) < S(0;3R) = 95(0; R). Suy ra S(O; R) > ;H(O,R). Bay

gid, tir cac hinh tron da cho ta chon ra tét ci céc dudng tron (O R;),1 € 1
sa0 cho v6i méi ¢ € I thi (O;, R;) 14 dudng tron 16n nhét trong cac dudng
tron c6 diém chung véi n6. Khi d6, ta c6

Y S OZ,R EHO,,R

el zEI

14. Gia st z 1a phan t1f thudce nhidu tap hop nhat v z thudc & tap Aq, Ao, ..., Ay,
Gia st k < 2005, xét tap A khéc k tap néi trén. Vi A va A; c6 phan tu
chung khéc z nén s phan tit ctia A khong nhd hon k. Suy ra, k < 44.

- Moi phan ti cia A thuoc khong qud 44 tap hop nén A c6 giao khac rong
v6i nhleu nhét 44% = 1936 < 2005 tap hop, diéu ndy trai véi gid thiét.

15. Goi E la tap con ¢6 nhiéu phan ti nhit va khéng chita bt ki tap nao
trong s6 A;. Gia st |E| = p. Xét phin t& z € X \ E. Khi d¢, tap
X U{z} chita it nhat mot tap A; nho dé. Ta ki hicu tap d6 1a A(z). Ta
6, A(z) C EU{z} va A(z) ¢ E nén z € A{z). Xét B(z) = A(z) \ {z}
tacoé B(z) C E va |B(z)|=2.

~ Bay gio lay z,y € X \ E v6i © # y ta c6

S

A(z) N Aly) = B(z) N B(y).

Néu B(z) = B(y) thi A(z) N A(y) = B(z) = B(y) va |A(z) N A(y)| =2,
trai véi gia thiét. Suy ra, B(z) # B(y).

Véi méi z € X \ E ta c6 mot tap con B(z) cia E gom hai phan ti. Suy
ra C; > n—p hay p(p+1) > 2n. Tir d6 cop > [vV2n].

16. Gia st 23 ngudi da cho c6 can nang khong biang nhau. Xét tap T gdm
cac bo sb (ai,as, ..., a23) trong dé as,...,as3 134 cdc sd nguyén duong.
khong bang nhau tat c sao cho v6i moi ¢ = T,23, ta c6 thé chia tap
A ={a1,as,...,a23} \ {a;} thanh hai tap B va C, méi tap c6 11 phan tit
va S(B) = S(C’) trong d6 S(B) va S(C) 13 tdng cac phin ti tuong ing



5.3. Huong dan gidi bai tap ' < | | 93

17.

-thi b6 B = (

thuoc B va C. Tir gid thiét vh gid thiét phan ching ta suy ra T # @.
Trong céc phan tf ctia T ton tai phdn t& B = (a1, as, ..., z3) 6. S(B)
nhoé nhat. T gid thiét ta suy ra S(B) — a; = 0 (mod 2),Vi = 1,23. Do

- do, a1, as, ...,a93 ciing tinh chin 18. Néu a1, as, ..., as3 cuing chin thi bo

B/ (CL21 a; al;3> € T va S(B’) < S(B) Néu a'l;a?"":'aQB.CﬁngJé
' ar+1 ay+1 a3 + 1 .

5 T 5 T 5
trudng hop trén déu trai v01 céch chon bo B. Vay 23 nguoi da cho c¢6 can
ning bang nhau.

~> €T va S(B') < S(B). C4 hai

Trong qua trmh chia sita, sb sita trong cac ca thay déi. Goi ay 13 ludng

- sita nhidu nhit c6 trong mot ca sau lan chia thit k. Vi sau lan chia sita

thit 7, sb sita trong cac ca lEp lai nhu ban dau nén a; nhan hitu han gia
tri. Theo nguyén téc cuc han, ton tai a = max a. Gia st ca cta chi lun

A dat dudc sb sita a. Sau khi A chia sita tl—li‘ca cla A khong con si”xa,
sau mot vong (tinh tit A) thi s6 sita trong ca ctia A lai bing a. M&i lan
nhitng nguoi tiép theo chia sita thi sb sita ma A nhan duge khong vuot

. qué 5 Do d6 dé dat duoc sb sita 1 a thi sb sita trong céc ca sau khi A

chia sﬁai (tinh tit A, theo chidu kim dong hd) phai lan lugt 13 :

0, §d, 5 4 3 2 1
6

' D& thiy sb sita trong céc ca ban diu ciing phan bé nhu trén. Vi tdng sb

sita trong céc ca la 3 1it nén

1a+2a+3a+4a+5a+6a~—3 ha a.——E-s‘
60T T T T T8 T y =7

Vay s6 sita phan bo trong céc ca ban déu la



Chuyén dé 6
Bat bien

B4t bién 1a khai niem quan trong ciia toan hoc. N6i mot céch don gian thi bat
bién 13 dai luong hay tinh chét khong thay ddi trong khi cic trang théai bién
d6i. Nguoi ta stt dung bt bién dé phan loai cac vat trong mot pham trit ndo
dé. Hai vat thudc ciing mot loai néu né ¢é cung tinh chét H nao dé va néu vat
A c6 tinh chit H, vat B khong c6 tinh chdt H thi B khong cling loai véi A.

Trong chuyén dé nay ta nghlen cltu ing dung cia bat bién trong cic bai toan
vé thugt toan cia li thuyét tro choi. Day 1a dang toan thuong gap trong cac
ki thi Olymplc

6.1 Thuat toan

6.1.1 Dinh nghia thuat toan

Cho tap A # & va ta goi la khong gian cac trang thai, mdi phan ti clia A
goi la mot trang thai. Khi do mbi anh xaT:A— A goi la mot thuat todn
(6tomat). ’

6.1.2 Cac bai toan vé thuat todn
Bai toan 1 (Bai toén fim kiém thuat toan). Cho trang thai ban diu o va
trang thai két thic o,,. Héi c6 hay khong thuat toan T trén A sao cho khi thuc
hién T' htm han 1an ta thu dugc a, ? : ‘

T . T :
(150*—“)0&3.-*‘)&2—'#—‘}...‘—-}()(”_

Bai toan 2. Cho thuat toan T trén A vi trang thai ban diua €A
a) Gia st § € A. Hoi ¢6 the nhan dugce ﬁ t « sau mot s6 hitu han buéc
thyc hién T hay khong ? ‘ :

94
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b) Tim tap tat ca cac trang thai c6 the nhan duoc tut a'sau mot s6 hitu
han buéc thyc hién thuat todn T ' ‘ ‘

={BcA:f=T"a)}

6.1.3 Ham bat bién |
Cho T 12 mot thuat toan trén A, T 14 mot tap hop khac réng ma ta goi la,

- khong gian cac mau bat bién.
Khi dé6: anh xa H:A—1 goi 1a ham bat bién trén A néu:

Va,bE.A.bea:>H( ) = H(b)
Xét cac vi du sau |
Vidu 1. Hai ngum choi cd. Sau' mdi van ngudi thing dugc 2 dlem ngu01 thua :
dugc 0 dlem néu hoa thi méi ngum duoc 1 didm. Hoi sau mot s van ligu c6

thé xay ra truong hop mot ngudi dugc 7 diém- VA nguoi | kla duge 10 didm dutoc‘
~ khong? : :

Loi gidi. Goi S ( ) 1a tong s6 didm ctia c4 hai’ ngu01 sau van thit n. Ta c6
| S(n+1):S()+2Vn>O
Do d6,S(n) bat bién theo modun 2. Suy ra
S(n) = S(O) =0 (mod 2), Vn > 0.

Vay, khong thé x4y ra truong hop ma mot ngudi duge 7 dlem Va mot ngu’dl
duge 10 diém. o

Vi du 2. Thuc hién tro choi sau: Lan dau, viét len bang cip sb (2,v2) . Tir
lan thit hai, néu tren bang c6 cip s6 B = (a,b) thi duge phép viét them cap

“sb , ) ;
' a+b a— \
1= (220,220)

Hoi ta c6 thé v1et dugc len bang cap s6 (1,1+ \/_ 2) hay khong?.

La’z gzaz Gia st § bude thu n ta viét cip s6 (an, bn). Xet S(n) = a2 + b2, ta
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Do de, S(n ) 14 bat bién trong tro choi néi trén.
M2 S(1) = 6 va 1+(1++/2)? # 6 nén ta khong thé viét dugc cap sb (1 1++/2).

Vi du 3. Trén bang c6 hai s6 1 va 2. Thuc hién vigc ghi s6 theo quy tic sau:
- Néu trén bang c6 hai s6 a,b thi dugc phép ghi them sb c=a+ b+ ab. Hb
bing cach d6 c6 thé ghi dugc cdc s6 2001 va 11111 hay khong?
Loi gidi. Day cac sb dugdc viét 1a

1,2,5,11,17, ...
De dang ching minh dugc cac sb duge viét them trén bang déu chia cho 3 du -
2. B4t bién trén cho phép ta loai trix 6 2001 trong diy cac sb viét duoc trén

bang. Tuy nhién, bat bién d6 khong cho phép ta loai tri s6 11111, Ta di tim
mot bat bién khac. Quan sat cac sb viét duge va quy tic viét them sb, ta co

c=a+b+ab=c+1=(a+1)(b+1)
va néu cong thém 1 vho céc s6 thuoc day trén ta c6 day mdi
2,3,6,12,18, ..
Nhu Vay, néu cong them 1 vdo cac sb viét them thi cac sb nay déu co dang
2".3™ v6i m,n € N. Do 11111 +1=11112 = 3.8.463 nén khong thudc day cac

sb viét dugc. ‘
Do d6 khong thé viét duge cac s6 2001 va 11111.

Vi du 4. Ban cd vua 8 x 8 bi mét hai 6 & hai géc d6i dién. Héi c6 thé 14t phan
con lai clia ban ¢d béi cac quan Domino 2 x 1 duge khong?
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Loi gidi. M8i quan Domino 14t vio ban c¢d ludn chiém mot 6 tring va mot 6
den. Do d6, néu 14t dugc phan con lai ctia ban c& thi s6 6 tring va s6 6 den.
bang nhau. Nhung do hai 6 § hai géc d6i dien ciia ban cd 1a hai 6 cing mau
nén sd 6 mau tring vi sé 6 mau den trong phan con lai cta ban cd khong bing
nhau. Vay khong 1at dugce phan con lai ctia ban ¢d bing cic quan Domino.

Vi duy 5. X4c dinh cac s6 nguyén duong m,n sao cho bang m x n c6 the lay
dudc bdi cac quan hinh chit L duéi day ‘

|

Loi gidi. Khong mét tinh téng quét ta cé thé gid st m < n. D8 14t dugc bang
thim > 2,n > 3. Gia st ta c6 thé 14t duoc bang bdi a quin hinh chit L, ta c6
m.n = 4a. Vim.n > 6 nén a > 2. Xét a = 2, ta c6 bang 2 x 4. Bang 2 x 4 ¢6
thé 14t dugce béi hai quan hinh chi L nhu hinh vé dudi day

V(na-3tacom><n—12nencohalbangthoamanlanGva3x4 Dé
dang kiém tra ca hai bang nay déu khong lat dugce bdi cdc quan hinh chi L.
Diéu d6 khién ta du doan, dé 14t dudgc bang bdi cac quan hinh chit L thi a
ch8n. D& ching minh dy doan nay ta t6 mau céc 6 clia bang nhu sau:

Gia stt dugc m chdn. Céc 6 & dong ¢6 tha ty 1& (tinh tit trén xubng dudi)
dugc t6 mau den, cdc 6 & dong ¢6 thi ty chin mau tring.

% %

Khi d6, sb 6 den va s6 6 tring bing nhau vA bing 2a. M&i quan hinh chit L
14t vao bang chiém 3 6 den v& 1 6 tring hodc chiém 3 6 tring v& 1 6 den. Gia
stt 14t duge bdi z quan hinh chit L chiém 3 6 den va 1 6 tring v y quan hinh
chit L chiém 3 6 trng va 1 6 den. Ta c6 he

r+y=a
3r+y=3y+z=_2a ‘

'7A— CBToantohap



98 | Chuyén dé 6. Bét bién

Suy ra z = y vi a = 2z. Diéu d6 c6 nghia la a chin.

Bay gio ta ching minh néu a chin, tttc 14 m x n chia hét cho 8 thi c6 thé 14t
dugc bang béi cac quan hinh chit L. That vay, néu m chia hét cho 2 va n chia
hét cho 4 thi bang c6 thé chia thanh céc hinh chi nhat 2 x 4 nén 1at dugc.
Néu m 1& va n chia hét cho 8 thi do m c6 thé viét duge dudi dang m = 2s+ 3
" nén'c6 thé chia bang da cho thanh cac hinh chit nhat 2 x 4 vi 3 x 8. Do do,
néu hinh chit nhat 3 x 8 14t duoc thi bang da cho sé 14t dugc. Hinh vé dudi
day ching té c6 thé 1at duge hinh chit nhat nay

=

Vay dé 14t dugc bang da cho bdi céc quan hinh chi L thi diéu kién can va di
13 m x n chia hét cho 8 va m,n > 2.

6.2 Bai tap
6.2.1 Bai tap luyén tap
1. Xét ban 8 vua 8 x 8. Chitng minh ring néu xuat phat tit mot 6 gbc, con
ma khong thé di-qua tit cd cic 6 ctia ban ¢d, mbi 6 mot 1an va két thac
& 6 goc dbi dién véi 6 géc né xudt phat.
2. Mot con robot nhay trong mit phing toa do theo quy tic sau: Xuit phat

tit diém (z,y), con robot nhay dén diém (z',7') x4c dinh nhu sau:

, ; 2
m/:TﬁFU’ Y = Yy
2 T+Yy

Chitng minh rfing, néu ban diu con robot ding & didm (2009, 2010) thi
khong bao gid con robot nhay vao dugc trong dUOng tron (C) o tam la
géc toa do O va ban kinh R = 2840.

3. Viét cac s6 1,2,3,...,2010 len béng. Thuyc hien thuat toan sau: Mdi lan
x6a di hai s6 a,b bat ki va viét them s6 ¢ = |a — b|. Ching minh rang sb
con lai cudi cung trén bang 14 mot sb 18.

4. Mot hinh tron duge chia thanh 2010 hinh quat. Trong mdi hinh quat ch
mot vién bi. Thize hién tro chéi sau: mdi 13n cho phép lay ra hai vién bi
trong hai hinh quat nao d6 va chuyén chiing sang cac 6 bén canh nhung

78- CBToantohop
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theo hai chleu nguge nhau. Ho6i sau mot s6 13n ¢é thé chuyén hét cac
vién bi vdo mot hinh quat duge khong?

. Mot day gdm c6 19 phong. Ban dau mdi phong c6 mot ngudi. Sau do,

¢t mdi ngay c6 hai ngudi ndo dé chuyén sang hai phong bén canh nhung
theo hai chidu ngugc nhau. Héi sau mot sé ngay cé hay khong tru‘ong
hop ma :

(a) Khong c6 ai § phong c6 thit tu chﬁn.
(b) C6 10 ngudi é phong cubi.

. 'O 6 dinh clia mot luc gidc 18i c6 ghi 6 s6 chin lien tiép theo chiéu kim

dong ho. Ta thay déi cac sé nhu sau: M&i 1an 18y ra mot canh va cong
hai s6 trén canh d6 véi cung mot sb nguyén nio dé. Héi sau mot sb 1an
thay ddi nhu thé thi 6 s6 méi 6 cac dinh cda luc gidc c6 thé bing nhau
khéng?

Cho béng 6 vudng n x n (n > 5). Trong méi 6 clia bang ta viét mot dau

(+) hodic (—) sao cho trong toan bo bang chi c6 mot ddu (—) va khong
ndm & céc 6 goéc. Méi lan cho phép ddi dau tat ca cac 6 trén cling mot
hang, cing mot cot, cing mot dudng song song v6i dudng chéo, hodc bén

-0 0 gbe. Hoi sau hitu han 1an ¢6 thé 1am cho bang chi gdm cac diu cong

dugc khong?

. Trén bang cho da thitc f(z) = 22 + 4z + 3. Thuc hién trd choi sau, néu

trén bang da c6 da thic P(z) thi duge phép viét them lén bang mot
trong hai da thitc sau

Q) = +1),  R(@) = (2~ 1. f(—).

‘Héi sau mot s6 bude ta c6 thé vidt duoe da thic

‘ g(z) = 2* + 10z +9
hay khong? ‘ o
(VMO - 1991): Cho bang 1991 x 1992. Ki higu (m,n) 14 6 vudng nim &
giao cla hang tht m va cot thit n. T6 mau cic 6 vudng ciia bang theo
quy tic sau: 1an thtt nhét t6 ba 6 (r,8), (r+1,s + 1), (r + 2, 5+ 2);

1 <7 <1989,1 < s <1990, tir lan thit hai, mbi 1an t6 ding ba 6 chua c6

mau ndm canh nhau trong cing mot hang hodic cing mot cot. Hoi bing
cich d6 c6 thé t6 mau dudc tit ca céc 6 clia bang duge khong?
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12.

13.
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(VMO - 1992): Tai méi dinh ctia da giac 161 A;As...A1ge3 ta ghi mot dau
cong (+) hodic mot diu trit (—) sao cho trong 1993 dau d6 c6 ci dau
cong (+) va dau trit (—). Thyc hién viéc thay ddu nhu sau: méi 1an, thay
ddu ddng thoi tai tit ca cac dinh clia da gidc theo quy tdc:

- Néu d4u tai A; va A;41 13 nhu nhau thi diu tai A; dudc thay bing dau
(). | |

- Néu déu tai A; vd A;11 khéc nhau thi du tai A; dugc thay bang diu
(=)

(Quy uée A1994 15 Al) ‘
Chitng minh réing, ton tai sé nguyén £ > 2 sao cho sau khi thyc hién lien
ti8p k 1an phép thay ddu néi trén, ta duge da gidc A;Ay...Ajges ma diu
tai méi dinh A; (1 = 1,1993) trung véi dau tai chinh dinh dé ngay sau
13n thay diu thi nhat.

(VMO-2006) Xét bang 6 vudéng m x n (m,n 1a cac s6 nguyén duong 16n
hon 3). Thyc hign trd choi sau: mdi 1an dit 4 vien bi vao 4 6 ctia bang
(mdi 6 1 vien bi) ma 4 6 d6 tao thanh mot trong cac hinh dudi day

1 A
FT*IIII.H HH

Hébi sau mot s6 1an ta c¢6 thé nhan duge bang ma sb bi trong cac 6 bing
nhau duge khong néu :

a) m = 2004 va n = 2006 ?
b) m = 2005 va n = 2006 ?

Trén ban c6 2007 vién bi gdm 667 bi xanh, 669 bi do, 671 bi vang. Thuc
hién thuat to4dn sau: M&i lan 1ay di 2 vién bi khdc mau va dit them 2
vien bi 6 mau con lai. Hdi c6 thé nhan duge trang thai ma trén ban chi
con lai cac vién bi cung mau dugc khong?

(Dé thi chon doi tuyén dv thi HSGQG tinh Bdc Ninh, nam 2007)

Céc s6 tu nhién 0,1, 2, 3, ... dudc viét trong céc 6 ciia mot bang 6 vuong
kich thude 2003 x 2003 theo vong xody tron 6c (xody ngucc chidu kim

~ ddng hd) sao cho s6 0 n¥m & 6 trung tam (tam ciia bang). Cac dong va
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14.

15.

16.

ot ctia bang duge danh s6 ting dan tir dudi len trén va tir trai sang phai
(bdt dau tit s6 1).

a) S6 2004 nim & dong ndo, cot ndo? Tai sao?

b) Thyc hién thuat toan sau: 1an diu tien, thay s6 0 & 6 trung tam bdi s6
1998; méi lan tiép theo, cho phép lay ra 12 sb trong 12 6 lién tiép trong
cing mo6t hang hodc trong cing mot cot hodc trong cling mot hinh chit
nhat 3 x 4 r6i ting mdi s6 d6 lén mot don vi. Hdi sau mot s6 1an nhu
vay ta c6 thé lam cho t&t ca céc sd trong bang déu 1a boi ctia 2004 hay

‘khong? Tai sao?

20 119 |18 | 17| 16

2116 | 514 |15
22| 7103 |14
2318111213

9 | 10|11 |12

24

Cho day hitu han cic sé thuc 21, s, ..., zn (n > 4) c6 céc sb hang doi
mot khéc nhau. Ly ra khoi day 4 s6 hang bat ki rdi lai xép ching vao vi
tri d6 nhung theo tht ti ngudce lai. V6i day nhan dugce lai lam nhu vay....
Hoéi bing c4ch d6 ta cé thé nhan duge day z,,Z,_1, ..., z; hay khong?

Cho k,n l1a céc s6 nguyén duong. Xét mot bang 6 vuong vo han, dat
3k x n quan cd trong hinh chi nhat 3k x n. Thuyc hién tro choi sau: méi
quan cd sé nhiy ngang hofic doc qua mot d ké v6i né va cb chita quan cd,
dé dén 6 ké v6i 6 nay (6 ma quan cd nhdy dén phai 13 6 tréng). Sau khi
lam nhu trén ta loai bd quan cd & 6 bi nhay qua ra khéi ban cd. Ching
minh réng, véi cach choi dé trén bang 6 vudng sé khong bao glo con lai
ding mot quan co.

(Belarus - 1999): Cho bang 7 x 7 v& cic quan cd c6 mot trong ba loai
sau: 3 x 1,1 x 1 va hinh chit L gém 3 6. Ngudi thtt nhat c6 vo han quan
3 x 1 va mot quan hinh chit L, trong khi nguoi thit hai chi ¢6 duy nhét ‘
mot quan 1 x 1.

a) Chlmg minh: néu cho ngudi thi hai di trude, anh ta c6 thé dit quan
8 clia minh vao mot 0 nao d6 sao cho ngusi thu nhéat khong thé pha kin
phén con lai cta bang
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17.

b) Chitng minh ring néu cho ngudi thi nhét thém mot quan hinh chit L
thi bat ké ngudi thit nhit dit quan ¢d ctia minh § dau thi nguoi thit hai
ciing vAn c6 thé phi kin phan cdn lai clia bang.

(IMO 2004) Ta dinh nghia vién gach hinh méc caw 1a hinh gém 6 6 vudng
don vi nhu hinh vé duéi day, hodc hinh nhan dugc do 1at hinh dé (sang

- tréi, sang phai, lén trén, xubng dudi) hodc hinh nhan duge do xoay hinh

dé di mot goc.

Hiy xac dinh tit cd cac hinh chit nhat m x n, trong d6 m,n 1a cac sb
nguyén duong sao cho c6 thé 1at hinh chit nhat d6 bing cac vién gach
hinh méc cau. ‘ ‘ ‘

6.2.2 Bai tap tu giai

1.

S

: A 2 PR ~ £ ~ 9 a c
Thuc hién tro choi sau: Néu trén bang ¢6 cdp phan sd hitu ti (3; E> thi

dugc phép viét them mat trong céc cap:

a+b c+d a—b c—d b.d
b d )] b ' d ) \a'c)

(trong qué trinh viét thém céc cip phan sb ta khong dugce phép toi gidn
cac phan sb).

. N . 13 ‘ .
a) Ching minh ring xudt phat tit cip (—2-, Z) ta c6 the viet dudc cap
( n n+2 '

n+ln+t 3) v6i n nguyen duong tuy §.

2. 2 g ]- 3 2 ~
b) Hoéi c6 the nhan duge hay khong tir cap (5, Z) mot cdp phan s6 hitu

ti tuy §7

Xét bang 6 vudng 2010 x 2010. Mbi 6 clia bang ta t6 bdi mot trong hai
mau: xanh hodic dé, sao cho mdi,6 dé khong ndm & bién thi c6 dang 5 6
xanh n&m xung quanh né, mdi 6 xanh khéng ndm & bién thi c6 ding 4
8 d6 nim quanh né. Tinh s6 6 xanh va s6 6 do trong bang da cho.
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3. Mot hinh tron duge chia thanh n hinh quat (n nguyén duong). Trong
mdi hinh quat c¢6 mot vien bi. Thuc hién trd chéi sau: mdi lan cho phép
I8y ra hai vien bi trong hai hinh quat nao dé va chuyén chiing sang cac
o bén canh nhung theo hai chiéu ngugc nhau. Hoéi véi.n nhu thé nao thi
sau. mot s6 1an chuyén bi ta c6 thé chuyén hét cic vién bi vao mot hinh
quat?

4. Tai mbi dinh cia mot hinh 1ap phuong ta viét mot sb nguyén. Mbi lan
13y ra mot canh va téing dong thoi hai s6 trén canh d6 lén mot don v1
Hoi sau mot s6 1an nhu vay ta c6 thé nhan duge trang thai ma 8 s6 6 8
dinh ctia hinh lap phuong bing nhau duoc khong? Biét cac s6 & céc dinh
cta hinh lap phuong ban dau la

0 o o 1 7 4

(@) 0 ,‘ ®) | o] (© 2| s

0 0 0 0 o 1 4
5. Cho n 12 sé nguyen duodng, n >.2. Xét bang 6 vuong n x n mét hai 6 &

" hai géc dbi dien. Hay tim diéu kién cfia n sao cho c6 thé 14t duge bang :
~ bdi cac quan hinh chit L duéi day

S

6. Tai dinh A; ctia 12 gidc déu A;Aj...A;s ta danh ddu (—), cdc dinh con
lai d4nh d&u (+). M&i 1an cho phép l4y ra k& dinh lien tiép va ddi déu céc
dinh dé6. Hdi sau mot sb 1an nhu vay ta c6 thé nhan dugc trang thai ma
dinh A, mang diu (), cac dinh khac mang dau (+) dugc khong? Hay

© giai bai toan voi: BN ‘ & o
(a) k=4 (b) k=3.

7. C6 ba méy in, ‘in trén mdi tAm bia mot cip sb tu nhien hoat dong theo
nguyen tic sau:
Méy 1: In ra tdm bia (a+1,b+ 1) t tAm bia (a, b).

- May 2: In ra tdm bia (-Z—, g) tir tdm bia (a,b) néu a va b déu chin.
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10.

11.

12.

Maéy 3: In ra tdm bia (a,c) tit hai tdm bia (a,b) va (b, c).
Ban diu ta c6 tAm bia (5,19), hoi ¢6 thé in dugc cac tAm bia (1,100)
(1,50) hay khong? ‘

a)
Va
b) Ban diu ta c6 tAm bia (a,b) véi 1 < a < b < n. Tim tit ci cic sd tu
nhién n sao cho ta nhan duge tdm bia (1,n).

Cho bang 6 vudng 8 x 8. Ghi vho mdi 6 clia bing mot sb nguyén bat ki.
Mbi 1an cho phép ta lay ra mot hinh vudng 3 x 3 ho#c 4 x 4 rdi ting mbi
s6 trong hinh vudng dé lén mot don vi. Hoi néu xuit phét tit mot bang
cac sb tiy ¥ thi sau mot sé budc ta cé thé nhan duge bang gdm

(a) Toan cac sb 1a boi clia 3 hay khong?

(b) Toan céc s6 1a boi ciia 10 hay khong?

Xét bang 2009 x 2009. Trong mbi 6 ctia bang ta dién mot s6 +1 hodc —1.
Bén dudi mdi cot ta viét tich céc sb trong cot d6, bén phai mdi hang ta
viét tich cac sb trong hang dé. Ching minh ring tdng clia cic tich vira
viét 13 mot sb6 khac 0.

Xét bang 9% 9. O 6 (4, ) ta viét s6 9(i — 1) + 4. M&i 1an 14y ra mot hinh
vuong 4 x 4 va tang dong thai cac sb trong d6 1én mot don vi. Ching
minh rang, ude s6 chung 16n nhét cla tit ca cac s trong bang tai moi
thoi dlem luoén bing 1.

Chia géc vudng zOy thanh luéi 6 vudng don vi. Céc hang va cot dudc

dénh s6 thit ty tdng dan tit dudi lén trén va tir trai sang phai. Ki hiéu 6

(m,n) 13 6 nim & giao clia hang thi m va c¢ot thit n.. Ban dau dit vao 6
(1,1) mot vién bi. Thuc hién viéc chuyén bi nhu sau: M&i 1an 18y ra khoi
goc vién bi ndm & 6 (m,n) ndo d6 ma tai cdc 6 (m + 1,n) vA m,n + 1)
khong c6 bi, ddng thoi them vao hai 6 néi trén mdi 6 mot vien bi. Hoi
c6 nhan duge hay khong trang thai ma

a) Cac 6 (1,1),(1,2),(2,1),(2,2) déu khong c6 bi.
b} Céc 6 ndi trén va hai 6 (1,3), (3,2) déu khong c6 bi.
Cho 4 tam gidc vuong bing nhau. M&i lin 14y ra mot tam gidc va chia

thanh hai tam gidc vudng nhé hon bédi dudng cao ha tit dinh géc vuong.
Chitng minh ring tai moi thdi diém ludn cé it nhit hai tam gidc béng

. ‘nhau.
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13.

14.

- 15.

Mit phing toa d6 Ozy dudc chia thanh luéi 6 vudng don vi. Dt mot sb
quan cd tai cdc mat lugi. Mdi quan cd c6 thé nhay ngang hodc doc theo -
qui t&c solitairejump: Néu ba 6 A, B, C lien tiép trong cuing mot hang
hodc cting mot cot sao cho B nim giita A va C, cic 6 A, B ¢6 quan cd
vh 6 C khong c6 quan cd thi quan ¢ & A c6 thé nhdy sang C. Sau khi
1am nhu vay thi loai bé quan cd & B ra khoi ban cd. Gi sit ban dau cac
quan co dugce dit phia dudi truc hoanh (dat tai cac niat cb toa do (z,vy)
v6i y < 0). Chitng minh riing sau hitu han buéc khong thé con lai ding
mot quan ¢d nam § 6 (0, 5).

(IMO 1993) Xét ban cd vo han 6. M&i quan c& c6 thé nhay ngang hodc

doc theo qui tic solitairejump: Néu ba 6 A, B,C lién tiép trong ciing

mot hang hodc cing mot cot sao cho B nim gitta A va C, cdc 0 A, B c6

quan cd va 6 C khong c¢6 quan cd thi quan cd A c6 thé nhay sang C.

Sau khi 1am nhu vay thi loai bé quan ¢ & B ra khéi ban cd. Tro choi

két thic néu trén ban cd chi con lai ding mot quan cd. Ban dau ta dat
n? quan cd trong mot hinh vudng n x n (n > 1). Hoéi véi n nhu thé nao

thi tro choi c6 thé két thic? :

(Shortlist IMO-1994) C6 1994 ¢6 gai ngdi quanh mot ban tron, choi tro
choi v6i n 14 bai. Ban du, mot co gai giit tat cd n 14 bai. Mai lan di, néu
c6 ndo cb it nhit hai 14 bai thi chuyén cho hai ngudi ngdi k& véi minh
mdi nguosi mot 14 bai. Tro choi sé két thic néu mbi ¢o gai c6 khong qué
1 14 bai. Ching minh réng :

a) Néu n > 1994 thi tro choi khong thé két thic.

b) Néu n < 1994 thi tro choi sé két thic tai mot thoi diém nao dé.
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6.3 Huéng din giai bai tap

1. M&i lan di, con ma chuyén sang 6 khic miu véi 6 n6é dang diing.

/ g

% .

Dé di qua tat ca cdc 0 clia ban ¢d, mbi 6 mot lan thi con mAi phéi di hét
63 budc. Do d6, 6 ma né két thic hanh trinh khic mau véi 6 ban dau
né xuit phat. D6 khong thé 15 6 6 géc déi dien.

2. Ta ¢6 z'.y' = zy. Do d6 bat bién 1a tich céc toa do cha diém ma con
robot nhay t6i duge. Gid sit con robot dén duge didm M (p, q), ta co

OM = /p* + ¢* > +/2pq = v/2.2009.2010 > 2840.

Vay, con robot khong thé nhay vao trong duding tron tam O, ban kinh
R = 2840. '

3. Goi S(n) 1a téng cac s6 trén bang sau budc thi n. Ta c6 S(n) bit bién
theo moédun 2. Mat khéc ‘ '

S(0) =142+ 3+ ...+ 2010 = 1005.2011
nén S(n) =1 (mod 2),Vn. |
Vay s6 cubi cing con lai trén bang la mot sb 1é.

4. T6 mau cac hinh quat béi hai mau den, tring nhu hinh vé:
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-s5a0 cho hai hinh quat k& nhau thi khac mau. Goi S(n) va T'(n) tuong
ting 1a s6 vien bi trong cac hinh quat mau den va sb vien bi trong céc
“hinh quat mau trng sau buéc chuyén bi thtt n. Ta c6 S(n) vh T(n) bat
bién theo modun 2. Do S(0) = T(0) = 1005 nén S(n) va T'(n) 18 véi moi
n. Do d6 khong thé c6 trang thal ma tat cd c4c vién bi & trong cing mot
hinh quat.

5. Danh s6 cac phong theo thit tu 1,2,3,...,19.

L1|.2|‘3'|41... [18]19]

Ta deo cho mébi vi khach mot thé ghi sb phong minh dang 6. Goi S(n) 1a
téng cac sb ghi trén thé cla tt cd cac vi khach & ngay thu n. D& thiy
~ S(n) 1a bat bién. Do d6, ta c6

S(n)=S8(1) =1+2+...+19=190,Vn > 1.

a) Vi co le ngudi nén néu khong ai & phong c6 thit tuy chln thi S(n) 1a
mot s6 18, vo Ii. ’
~b) Néu ¢6 10 ngudi & phbng cudi (phong s6 19) thi S(n) > 19.10 = 190,
vo Ii.
6. Gia st luc gidc da cho 1a. A A2A3A4A5A6 va 6 s6 ghi & cac dinh Ay, Ag,

Az, Ay, As, Ag bandau tuong tng 12 a, a+2 a+4,a+6,a+8,a+10
véi a € Z.

Ay As
A Ay

« Ag As ,
Goi S(n) vd T(n) tuong dng la tdng cdc s6 8 cac dinh A;, As, As va
Ag, Ay, As sau bude thit n. Ta ¢6 S(n) — T'(n) 1a bt bién. Tir d6 suy ra
khong nhan dudc trang thai ma 6 s6 ¢ 6 dinh clia luc giac bing nhau.

7. Hudng dan. Thay cho diu (+) ta viét s6 1, ddu (=) ta viét s6 (—1). Xét
~ hinh chit nhat 4 x 4 chia diu (—) sao cho ddu (—) niim & bién nhung
khong ndm & céc 6 géc. T6 mau cac 6 cia hinh chi nhat 4 x 4 nhu sau:
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Goi S(n) 1a tich cic s6 dugce viét trong cac 6 duge t6 mau sau budc thi
n. Ta ludn c6 S(n) = —1. '
8. Khong thé. .
Da thitc P(z) = az? + bz + ¢ c¢6 bigt thic Ap = b* — 4ac. Xét hai da
thitc dugc viét them:
Q@) =(a+b+c)r*+(b+2a)z+a
R(z) = cz® + (b—2a)z + (@ — b +¢)
D& dang kiém tra dugc réng
AQ - AR = bz — 4ac = /_\Xp
Nhu vay, cac da thitc duge viét them va da thic ban dau cé ciing bigt
thitc A. :
Vi hai da thic f(z) va g(z) ¢6 biét thic A khac nhau nén khong thé
viét duge da thic g(z). ’
9. Cdch gidi 1. Danh sb cac 6 ciia bang nhu hinh duéi day:

1[2]3]1[2][3]...[1]2]3
3[1]2[3]1]2 31
2 (31231 231
1(2[3]1[2]3 1123
3/1]2(3]1]2 3(1]2
2(3]1]2[3]1 27371
1(2[3]1[2]3 123
3[1]2[3[1]2 312

V6i cach dank sb trén, céc 6 ctia bang dudc chia thanh 3 loai: loai 1 gdm
céc 0 duge danh sé 1, loai 2 gdm céc 6 duge danh s6 2 va loai 3 gom céc
o ducc danh sb 3.
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10,

Lan dau tién, ba 6 dugc t6 mau thudc cling mot loai. T 1an thit hai, ba
6 dugc t6 mau thude ba loai khic nhau. Do s6 6 mbi loai bing nhau nén
khong thé t6 mau hét tit ca cac 6 cla bang.

Cach giai 2. Xét bai toan tir 1an t6 mau tht hai. Khong gian trang
thai A gdm cac bang 1991 x 1992 trong d6 cé it nhat ba 6 sau dugc td
mau ‘ ‘

(r,8),(r+1,s+1),(r+2,s+2).
Thuat toan 7 : A — A bién mbi trang thai a € A thanh trang thai
T'(a) € A sao cho trong T'(a) c¢6 them ding 3 0 lién tiép trén cing mot
hang hoic cling mot cot duge t6 mau. Trang thai ban dau ag 1a trang
thai ma c6 dang ba 6 (r, s), (r+1,s+1), (r+2,s+2) dugc t6 mau; trang
thai két thic a* 13 trang thai ma & d6 tat ci cac 6 déu duge 6 mau. Dé
xay dung ham bét bién H ta thuc hién cach viét s6 sau: V6i mbi trang
thai a € A thy ¥, néu 6 (m,n) cla a dugce t6 mau thi ta viét s6 m.n. Xét
= {0,1,2} vA H : A — I sao cho véi mdi a € A, H(a) la s6 du cla
tong cic sé dudc viét trong a khi chia cho 3. D& thay H 1a ham bat bién.
Suy ra, H(a) = H(ag) = 2,Va € @5. Mat khac, H(a") = 0 nén a* ¢ dg.
Didu d6 c6 nghia 13 khong thé t6 mau tit ci cac 0 ctia bang da cho.
Dat tuong tng dau (+) véi s 1 va dau (—) véi s6 (—1). Phép thay dau
cia bai ra tuong duong v6i phép thay s6 sau: méi 1an, thay s6 dong thoi
tai tit c cac dinh A; theo quy tdc: sb tai A; duge thay bing tich clia sb
tai A; va s tai A;q. ‘
Ki hiéu a;(n) 1a sb tai dinh A; ngay sau lan thay s6 thit n, ta cé
a;(n) € {~1,1},Vi = T,1993.
Vi céc s6 tai cac dinh ctia da gisc & moi thoi diém chila 1 v (—1) nén sb
da giac s6 12 hitu han. Suy ra, ton tai cac thoi diém s va ¢ véis >t > 1
sao cho \ /
a;(t) = a;(s),¥i =1,1993 (1).
Néu ¢t = 1 thi ta c6 ngay diéu phai chitng minh.
Xét t > 1, ta co: ‘
(1) © ai(t — 1).aip1(t — 1) = ai(s — 1).ai41(s — 1), Vi = T, 1993

ait1(t —1) _ a;(t —1) Vi =1,1993
airi(s —1) , |

ai(s — 1)
Gl =1 _ ) v~ 71003 howe “U=Y - 1 vi=TT093
ai(s —1) ai(s — 1)




110

Chuyeén dé 6. Bét bién

11.

12.

Mat khac

a;(1) = a;i(s —t+1),¥i =1,1993.
O

a) Bang da cho c6 thé chia thanh céc hinh chit nhat 4 x 2 nén c6 thé
nhan dugc trang thai ma sb bi trong céc 6 bing nhau.

b) T6 mau cac 6 cita bang nhu hinh vé (t6 céc hang: 1, 3, ..., 2005)

Dé thay, mdi lan dit bi c6 2 vien duoc dit vao cac 6 dugc t6 mau v -
2 vien dugc dit vao cac 6 khong duge t6 mau. Do d6, néu goi S(n)
la s6 bi trong cdc 6 dugc t6 mau va T(n) 13 sb bi trong cic '6 khong
dugce t6 mau sau lan dit bi thit n thi S(n) — T'(n) 13 bat bién. Ta c6
S(n) —T(n) = S(0)—T(0) = 0,¥n > 0. Do d6, néu nhan dugc bang ma
s6 bi trong cac 6 bing nhau thi s6 6 duge t6 mau va s6 6 khong dugc t6
mau bing nhau. Didu ndy khong thé x4y ra vi m 13 mot sb 18. O

Goi X(n), D(n) va V(n) tuong ing la s6 bi mau xanh, s6 bi mau dé va
s6 bi mau vang sau budc thit n. D& thiy cac dai lugng

X(n) — D(n),D(n) = V(n),V(n) = X(n)
bt bién theo modun 3.

Tt dé suy ra khong thé nhan dugc trang thai ma tren ban ¢hi con lai
céc vién bi cing mau.
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{
~

13 a) Xét hinh vuong canh 2n + 1 c6 tadm 14 o chua s6 0: s6 dugc viét ¢
' dinh du6i, bén trai ctia hinh vuéng nay 1a (2n + 1)% — (V1 du céc sb:
8,24,...).

Vi(2x22+1)2 —'1 = 2024 v& 56 0 ndm & 6 dong s6 1002, cot s6 1002
nén s6 2024 ndm & hang s6 1002 — 22 = 980 'va cot s6 1002 — 22 = 980.
Vay s6 2004 ndm & hang s6 980 + 20 = 1000 va cot sb 980.

b) Ta danh diu céc 6 clia bang nhu hinh vé.

X X X X X
| X X X X
X X X X
X X X X X
X X X X
X X X X
X X X X X
X X X X
X X X | X
X X X X X
X X[ X X
X | X X X
X X X[ X X

Goi S(n) 1 tdng cac sb trong cac 6 dugc danh diu & budce thit n. Do mbi
lan thuc hién thuat toan (ké tir 1an thi 2) c6 ding 4 6 duge danh déu
tham gia nén ’

S(n+1)=2S(n)+4,Vn > 1.

Do d6 S(n) bat bién theo modun 4. Suy ra
S(n)=S(1) (mod 4),vn > 1.

Ta xét s6 du ctia S(0) khi chia cho 4:

Xét cac duong chéo gdm nhitng 6 duge danh diu, cic duong Cheo do gém
mot trong ba loai: ‘
o Loai 1 chifa ton céc sb chia hét cho 4 (chféng chéo di qua 6 trung tam)

e Loai 2 chita toan cac sb chia cho 4 du 2: Do tinh dbi xiing cia bang
nén c6 chin dudng chéo loai nay va nhu vay téng cac sb tren cac duong ,
cheo loai nay chia hét cho 4.
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14.

15.

e Loai 3 chita toan cac sb 1é&: Trén mdi duong chéo loai nay cé6 mot nira
sb 6 chita cac sd chia cho 4 du 1 v mot nita sb 6 chita cac s chia cho 4
du —1 va nhu vay tdng cac s trong cic dudng chéo loai ndy cing chia
hét cho 4. '

Tir d6 ¢6 S(0) = 0 (mod 4), suy ra S(1) = S(0)+1998 = 2 (mod 4) hay
S(n) =2 (mod 4),Vn > 1. ’ '

Vay khong thé c6 trang thai ma tit ca céc sb trong bang déu 13 boi clia
2004 dugc.

Ddp sb . n = 4k hodic n = 4k + 1.

Gi4 st sau m budc ta nhan duce day z,, Zn_1, ..., 71. Ta quy udc, cip sd
(z;,7;) goi 14 mot cap sb dep néu i < j va z; ding trudc z; trong day.
Goi S(k) 1a s6 cip s6 dep & budc thi k. Méi lan thuc hién thuat todn
thi c¢6 thé xem nhu thuc hién mot sé chin 1an viec ddi chd hai sé hang
lien tiép. M&i 1an dbi chd hai s6 hang lién tiép thi s6 cdp sb dep ting len
1 hoac giam di 1, do d6

S(k+1) = S(k) (mod 2), Vk > 0.
Mat khac

S(O) _ n(n2~— 1) n(n —1)

5 = 0 (mod 2).

,S(m)=0=

Tit d6 suy ra n = 4k hoic n = 4k + 1.

- V6i n = 4k ta thuc hién viéc ddi chd 1an luot cho cac bo:

(1171, T2, Tak-1, $4k), (553, T4, Tak—3, 554k-2)7 ey (xék—l, Lok, T2k+1, $2k+2)-

Vé6i n = 4k + 1 ta thuc hién viéc ddi chd 1an lugt cho céc bo:

(361, I, $4k, $4k+1), iy (CUQk-l, Lok, Tok+1, 3321c+2) (gifr nguyén$2k+1)~

T6 mau cac 6 ctia ban cd bdi ba mau nhu hinh vé
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16.

17.

lord

123123
2131231
3112312}
1723123
21311 x| 31
3112312
123123
213112 1
312312

Goi s(7) 1a téng s6 quan co trong cac 6 mau i. Tai moi thoi diém ta ludn
c6 s(1),5(2),s(3) cung tinh chin 16. Do d6 khong thé c6 trang thai ma
trén bang chi con lai ding mot quan cd.

a) Ta ddnh ddu béang theo hai cich nhu nhu hinh vé dusi day. Néu nguoi
thi nhat pht duoc phin con la1 thi phai dat quan hinh chit L theo hai

“cach khac nhau vo i

1123|1231 1131211321
21311213112 21113(2(1]3][2
31112131213 31211131213
11213]1]2]3]1 1131211321
2131 |x|3]1]2 21113 |x 1132
31112131213 312111312113
11213 [11213]1 1132111321

Quan hinh chit L can phu ba 6 xung quanh 6 danh dau x: 0 chua s6 '3
va hai s6 1. .
b) Ta thu hep dan bing da cho nh cac nhan xét sau:

e Quan cd cla ngudi thit hai phai roi vio mot trong bén hinh vuéng '
4 x4 ¢6 mot dinh trung véi mot trong bén dinh ciia bang ban dau, nén
chi can xét bang B véi kinh thudc 4 x 4. ‘

e Trong bdng B, quan cd phai roi vao mot %rong 4 hinh vuong 2x2ch
mot dinh trung v6i mot trong bén dinh clia B, nén chi can xét trong

bdng C v6i kich thude 2 x 2. Tt d6 ¢6 dpem.

Dé thay m,n ¢ {1,2,5}. Chia hinh chit nhat m x n thanh m x n 6 vudng
va danh s6 cdc hang, cac cot tir dudi lén trén, tit trai sang phai. Ta goi

8A- CBToantohop
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o (p, ) 13 6 ndm & giao cua hang thi p VA cot thit g. Hai vién gach hinh

"mo6c cau chi co thé ghep lai dé dugc mot trong hai hinh dudi day

() (H)

Do d6, dé lat dugc hinh chit nha’c m % n thi m.n phai chia hét cho 12.
Néu it nhit mot trong hai s6 m hodc n chia hét cho 4 thi 6 thé 14t dugc
hinh chit nhat m x n. That vay, gia sit duge m chia hét cho 4. Néu n chia
hét cho 3 thi c6 thé chia hinh chit nhat m x n thanh céc hinh chit nhat
4 x 3, do d6 c6 thé 14t dugc. Néu n khong chia hét cho 3 thi c6 thé viét
n duéi dang n = 3a + 4b v6i a, b 1a cac s6 nguyén duong, do d6 o thé
14t duoc.

Bay gio ta ching minh mot trong hai s6 m,n ‘chia hét cho 4. Gié st

& ngufdc lai, khi d6 cd m vA n chia hét cho 2 nhung khong chia hét cho 4.

Dé chitng minh didu nay khong x4y ra ta tao ra bét bién. Dé tao bat
bién ta didn céc s6 vho céc 6 clia hinh chit nhat theo quy tic sau: Xét 6
(p,q). Néu chi mot trong hai toa do p ho#ic ¢ chia hét cho 4 thi dién sb
1 vao 6 dé. Néu c3 hai toa do p va ¢ chia hét cho 4 thi dién sb 2 vao 6
d6. V6i cach didn sb nhu vay ta thu dugc bat bién 1a tong céc sb trong
hinh (H;) va tdng céc sb trong hinh (H,) ludn 1 s6 16. Do m, n chén nén
téng cac sb trong toan bo hinh chi nhat m x n 14 mot s6 chin. Mudn 14t
dugc hinh chit nhat m x n thi téng s6 hinh (H,) va (H,) dugce st dung
phéai I s6 chin. Khi do6, m.n chia hét cho 24. Dleu nay khong xay ra vi

" ¢4 m,n ddu khong chia hét cho 4. o , O

8B- CBToantohop
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Don bién va bai toan hoi

N6i mot cach don gidn thi don bién (monovariant) 1 dai luong bién ddi theo
mot chidu nhét dinh (ting hozc gidm). Cling nhu bat bién, don bién c6 vai trd
quan trong trong todn hoc. Ta st dung don bién de ching minh mot qua trinh
nao do6 hoi tu (dlrng) hay phan ki (khong dmlg) '

71 Hém don bién .

Cho A # & 1a khong gian céc trang thai va thuat todn T : A — A. Anh xa
H : A — R goi la ham don bién trén A néu H thod man mot trong hal didu
- kién sau: :

a) Va,be A:bea= H(b) < H(a).

b) Va,be A:bea= H(b) > H(a). .

(Ki hieu @ la tap cac trang thai nhan duoc tit a sau khi thyc hién thuat
todn 7" hitu han 14n). \

7.2 Bai toan hoi tu va bai toan phan ki

‘Bai toan hoi tu. Cho thuat todn T trén khong gian'céc trang thai A va trang
thai ban dau «. Chiing minh réing sau hitu han lan thyc hign thuat toén 7', ta
nhan duoo trang thai xac dinh 5 va khong thé thyc hieén T thém nita (tro choi
dimg lai). . .

Bai todn phan ki. Cho thuat toan T trén A va trang thai ban ddu «. Chiing
minh réing ta c6 thé thuyc hien thuat toan T vo han 1an (tro choi khong dimg).

Dé giai cac bai toan hoi tu va céc bai tosn phan ki, ta st dung ham don bién.
Ta ¢6 céc dinh 1f sau:

115
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Pinh 1i 1. Néu ton tai ham don bién H : A — R trén khong gian cac trang
thai A hitu han thi tro choi dung lai sau hitu han buéc.

Dinh 1i 2. Néu ton tai ham don bién H : A — Z téng va bi chdn trén thi tro
choi dung lai sau hitu han budc.

Dinh 1i 3. Néu tdn tai ham don bién H : A — 7Z gidm va bi chin dudi thi trd
choi diing lai sau httu han budc.

Xét cac vi du sau:

Vi du 1. Xét bang 6 vuong m x n (m,n > 2). Trong mbi 6 clia bang ta dién
mot s6 thyc. Thyc hien thuat toan sau: mdi lan lay ra mot hang hodc mot cot
¢6 téng cac sb nhod hon 0 va ddi dau tit ci cdc sb trong hang (hodc cot) do.
Chitng minh ring sau hitu han bu6c ta nhan dugc bang ma tdng cac sb trong
mdi hang va tong céc sb trong mbi cot 12 s6 khong am.

L&i gidi. Goi S(n) 1a tong tat ca cac sb trong bang sau budc thi n. Ta co,
S(n+1) > S(n),¥n > 0. Do d6, S(n) 1a mot ham don bién. Mat khéc, sb
trang thai ¢6 thé nhan dugc 1a hitu han nén chi c6 thé thyc hién thuat toén
hitu han 1an v ta nhan duge bang théa méan yéu cau bai toan.

Vi du 2. Cho mot diy phong dai vo han, duge danh s6: 1,2,3,.... C6 mot sb
hitu han ngudi séng trong day phong. Mdi ngay c6 hai ngudi song & hai phong
canh nhau chuyén sang hai phong khéc theo hai huéng ngugc nhau nhung
khong dugc trdo ddi vi tri cho nhau. Ching minh ring viéc chuyén phong d6
ding lai sau hitu han ngay.

Lot gidi. Ta dua cho mdi ngudi mot chia khod, trén d6 c¢6 ghi s6 phong minh
dang 8. Goi S(n) 1a tich céc sb viét trén cac chia khod & ngay thit n. Ta co:
Stn+1)  k(k+1)

S G-DRkiy S TED

trong d6 k va k + 1 14 cic phong ¢6 ngudi chuyén.

Do d6, S(n) 1a mot don bién.

Do S(n) giam va 'S(n) € N* nén viéc chuyén phong phai ding lai sau hitu han
ngay.
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7.3 Bai tap

7.3.1 Bai tap luyén tap

1.

Trén mat phdng cho mot s6 didm dé va mot s6 diém xanh. Mot s6 cip
diém trong ching dugc néi véi nhau. Mot didm duge goi 12 ki di néu ¢6
qua nta s6 doan thing xuét phéat tit diém nay va c6 ddu mat con lai
khéc mau véi n6. Thyc hien thuat todn sau: mdi lan chon ra mot diém
ki di vA ddi mau né. Chlmg minh r3ng sau hitu han budc s& khong con
diém ki di nao. '

. Trong mot qudce hoi, mdi nghi si ¢6 khong qui ba déi thi (néu A 1 déi

thi ctia B thi B cing 1a d6i thi cia A). Ching minh riing ta c6 thé chia
qubc hoi thanh hai vien s20 cho mbi ngh1 si ¢6 khong qua mot d01 tha
trong cung vién.

- Tai moi dinh Ay, Ay, .., A, (n > 3) clia da gidc déu A;4,... A, ta viét

mot s6 thuc. Thyc hign thudt todn sau: Néu bén sb a, b, ¢, d ding & bén
dinh lien tiép A;, A;t1, Aiie, Ai3(1 < i < n) théa man (a—d)(b—c) <0 -
thi ta déi chd b va ¢ cho nhau. Chung minh ring thuat toan chi 6 thé
thuc hién huu han lan.

(Quy u6c Apypla Ay véi 1 < k < 2)
Ban dau ta c6 bo s6 By = (1,2,3,4). Thuc hien tro chdi sau, néu ta c6

bo s6 B = (z,y, z,t) thi thay béi bo T(B) = (z — y,y — 2,2 — t,t — z).
Chtng minh réing sau mot s6 bude ta nhan dugc bo 6 (z,y,2,t) ma

lz| + |y| + |z| + |t] > 2009.

Ban dau ta c6 bo s6 (a,b,c,d), trong dé a,b,c,d 1a cac sb nguyen doi
mdt khac nhau. Thuc hién thudt toan sau: Néu c¢6 bo s6 B = (z,y, 2, t)
véi z,y, z,t nguyén thi duge phép thay thé bdi bo sb :

. x{-y y+z 2+t t4zx

Chinig minh réng viéc thu‘c hién thuat todn trén sé phal ding lai sau
httu han buéec.
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7.3.2 Bai tap ty gii

1.

Cho day sé nguyén dUOng a1,02, ..., an (n > 2). Thuc hleﬁ thuat toan
sau: M&i 1an 14y ra hai s6 a,b 6 hal vi tri lien tiép sao cho b khong chia

~ hét cho a va thay a bdi uéc sb chung 16n nhét clia a va b, thay b bdi

boi s6 chung nhé nhét ctia a va b. Ching minh rang sau hiu han bude
ta nhan dugc day m01 ma s6 hang dung sau chia hét cho s6 hang ding
trudc.

. Trong mot cudc hop c6 2n ngubi (n > 1) mbi ngudi quen khong it hon n

ngudi khac. Ching minh ring c6 thé xép 2n nguoi dé vao mot ban tron
sao cho hai ngudi ngdi k& nhau thi quen nhau.

Trén mit phing cho 2n didém (n > 1), trong d6 khong c6 ba diém nao
thang hang T6 mau n diém mau dé vd n diém mau xanh. Chu‘ng minh
riing ¢6 thé ndi cac diém do véi cic diém xanh bdi n doan thang sao cho

‘khong c6 hai doan nao giao nhau.

C6 n hoc sinh ding thanh mot vong tron. Gia st mdi em c6 mdt sbé keo
sao cho sb keo ciia cic em khong biing nhau tat ca. Thuc hién trd choi
sau: Sau mdi hieu lenh ctia ngudi chi huy, mdi em déu 14y mot nita sb keo
clia minh dang ¢6 va dua cho ban bén canh, tinh theo chiéu kim dong
hd. Néu em ndo ¢6 mot s6 1& chiée keo thi dugc nhan them mot chiée
trude khi chia. Chitng minh ring sau mot s6 lan thue hién tro choi thi
6. keo clia tat ca cc em bing nhau.

Cho bd 4 s6 duong (a, b, c, d) khong dong thoi bing nhau. Thuc hién
thuat toan sau: Néu c6 bd so B = (93 y, z,t) thi thay béng bo sb

" T(B) = (zy,yz, 2t,tx). ChUng mmh rang khong bao glo ta gap lai bo sb

(a,b,c,d) da cho hodc bt ki mot hoan vi ndo clia bo s6 nay.

Xét bo n sb (x1,To,..,%,), trong dé6 n cb dang 2% véi
ke N* v z; € {1;—1},Vi = T,n. Thuc hién thuat todn sau: Néu c6 bo
sb B = (ay, as, ...,a,) thi thay bang bo s6 T'(B) = (a1a2,aas, ..., Gna1).
Chitng minh réng sau hitu han buéc ta nhan dude b@ c=(01,1,..,1).

. Tai mdi dinh cla ngii glac déu A1 Ay A3 AgAs ta mot s6 thuc sao cho tong
‘cac s6 duge vibt 13 mot s6 duong. Thuc hien thuat toan sau: Néu ba sb

7,y,2 & ba dinh lién tiép ma y < 0 thi thay bo ba (z,y, 2 z) bdi bo ba
(z +y,—y,y + z). Chitng minh ; rang viéc thyc hién thudt todn trén sé
phéai dlmg lai sau hitu han budc.
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7.4 Hudng dan giai bai tap
1. Goi S, 12 s6 doan th&ng duoc néi béi hai didm khac mau sau budc thit
n. Ta ¢6: Spp1 < Sy, Vn > 1. Do s6 gia tri ma S, c6 thé nhan duge la

hitu han nén khong thé thuc hién thuat todn vo han lin. Vay sau hitu
han budc ta sé phai nhan dugc trang thai ma khong con diem ki di nao.

- 2. Trudc tién ta chia quéc hoi thanh hai vien V; vd Vo mot cach tuy §. Ta
tim cach chuyén cac nghi si sao cho s6 d6i thii ctia cac nghl si trong cing
mot vien gidm di. |
Xét nghi si A, néu A c6 khong qua mot déi thi trong cung vién ctia minh
thi ta dé yén con néu A c6 khong it hon hai d6i thi trong cing vién clia
minh thi ta chuyén A sang vien con lai. Goi S, 1& s6 cip db6i thi trong
cling mot vién sau 1an chuyén thit n. Do mbi nghi si c6 khong qué ba
d6i tht nen S, 41 < S,,Vn > 1. Do sb gia tri ma S, c6 thé nhan duge 13
hitu han nén qu4 trinh chuyén sé phal dimg lai sau hitu han bu’OC va ta
nhan duac trang thal thoa méan yeu cau bai toan.

3. Xét cac t@ng , _
Sn = Q109 -+ asas + v an‘al,

‘trong d6 a1, as, ..., an 12 céc'sb dugc viét tai Ay, Ay, ..., Ap sau bude thit
n. :

Ta co:
(a—d)(b—"c) <O<¢ab+bc+cd<ac+cb+bd

Suy ra, Spy1 > Sp,Vn > 1.

Do s6 gia tri ma tdng S,, ¢6 thé nhan 13 hitu han nén S, khong the tang
~ v6 han lan. Do do thuat toan phai ditng lai sau hitu han budc.

4. Gié sit sau bude thu n ta nhan duge bo'sb (an, by, cn,‘dn‘). Dit
Sn = ap + b5 + ¢, + dp.
‘Ta tim quan hé gitta S+ va S,. Ta co:

S'fb+1 - a’n—l—l + bn+1 + Cn-l-l + dn+1 » o
= (an — bn) (bn - Cn) (cn — dn)2 + (dn - an)2
=28, — 2(anby + bnCn + Caln + dnay).”

-
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Mat khac, do ay + by + ¢ + dn, = 0 nén
2(anbp + bnCn + cndn + dnan) = —(an + cn)* — (b +d,)* < 0.
Do dé
) STH—l > QSTan > 1.
Suy ra
S, >2"1s.
Do
(lan| + |bn| + |cal + da])? > a2 + b2 + 2+ d2.
nén . »
Ianl + lbnl + tcnl + ]dn' >27 /51
" V6i n di 16n ta 6 B | |
: 2%5 /Sy > 2009.
Khi d6 | SR
lan] + [bn] + |cn| + |dn] > 2009.
5. L gigi 1. Gid st trai lai, ta luon nhan duge bo s6 véi cac thanh phin

la s6 nguyéen. Goi

Sn = max{lan"‘ bn|u ]bn " Cn[, |Cn - dn’a |dn - an); |a'n - c'nl: |bn - dnl}a

trong d6 (an, bn, Cn, dy) 18 b0 s6 nhan duge sau bude thi n.

Ta c6 Spy1 < Sp,Vn > 1.

Do S, € Z,Yn > 1 nén tdn tai N € N* sao cho Sy = 0. Khi dé6 ta c6
CLNZbN:CN:dN. »

Dit ay =by =cy =dy = m,vta co

an—1+by_1 _ by_1 +cn-1 _ o1t dn—1 _ dn_1 +an—1
P 7 2 2

Suy ra ,
an-1 = CN-1,bn—1 = dn_1.

‘Ditay_, =cy1=p,by1 =dy_1 =g, taco

an—2 +by_2 _ oyt dy—o _ byv-oten-o dy_o+an—2
3 2 b 2 )
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an—9+by_g+cn o+ dy_2
5 .

Suyrap=gq= Do d6

an—1 = CcN-1 =by-1 =dn_1.

‘Tiép tuc lap luan nhu trén ta dan t6i a =b =c=d, vo li.

Loi gidi 2. Gia st (ay, by, ¢y, dy) 12 bo s6 nhan duge sau bude thtt n.
Xét tong -
Sp = a2 + b2 +c%+d2.

Ta ¢6: Spi1 < Sp,¥n > 1. D4u bing x4y ra khi va chi khi
ay = b, = ¢, = dj,.

Vi s, kh()ng thé giém méi nén ton tai n sao cho a, = b, = ¢, = dp. Lap
luan tuong tu nhu cach gidi th nhat ta c6 diéu phai Ching minh.



8.1 Phuong phap truy héi

Trong nhidu truong hop, viec dém truc tiép cic dbi tugng 1 rat kho. Néu
ta thiét 1ap ducc mbi quant hé truy hoi gitta s6 lugng ddi tugng can dém trong
nhém n déi tuong véi sé lugng dbi tuong cn dém trong cac nhém it hon n
déi tuong thi c6 thé dua vé dém sb dbi tugng trong nhém véi s6 dbi tugng nhod
m3 viéc dém trong nhém dbi tuong nay khong méy khé khan.

Vi du 1. Trén mit phing cho n dudng thing Ay, A, ..., An (n > 1) doi mot
khong song song va khong c6 ba dudng nao dong quy. Tim s6 mién ma n dudng
thing nay dinh ra trén mat phéng. '

Lai gidi. Goi S(n) 1a s6 mién ma n dudng thing da cho dinh ra trén mit
phiing. Tit gia thiét ta c6 A, cit n — 1 dudng thing Ay, Ay, ..., Ay_q tain—1
diém. Do d6 A, bi n — 1 dudng thing con lai chia thanh n phin. M&i phan
trong s6 d6 sinh ra mo6t mién méi. Do d6 S(n) = S(n — 1) + n. Tt d6 ta c6
; 1 -
S(n) =1+ n(n+1)
: 2

Vi du 2. (Bai toan chia keo Euler). Cho m va n 1a cac s6 nguyén duong. Xét
phuong trinh nghiém nguyén z, + x5 + ... + 2, = m. Hoi phuong trinh néi trén
c6 bao nhiéu nghiém nguyén khong am?

Lot giai. Ki hieu S(ﬁ, m) 13 56 nghiém nguyén khong am cta phuong trinh
da cho. Phuong trinh da cho tuong duong véi z; + z9 + ... + T = M — Tp.
‘Dods

m)=Y Sn-1m-z)=) Sh-1Lk (1)
Tn=0 k=0 '
Thay m b6i m — 1 ta c6
m—1
S(n,m—1)=» S(n—1k) (2).
0

=S
ll

Tir (1) va (2) ta suy ra S(n;m) = S(n;m — 1) + S(n — 1;m). Tit cong thic
trén va b%“mg phu’ovng phap quy nap ta chiing minh dugc

 S(nsm) = Cps:

122
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8.2 Phuong phap si dung song anh |

Ta biét rdng, néu c6 song anh f : A — B thi = |B|. Do dé, ‘thay vi
dém s6 phan tit clia A ta c6 thé dua vé dém sb phan ti cta B.

Vi du 1. (Bai toan chia keo Euler). Cho m va n la cac sb nguyén duong. Xét
phuong trinh nghiém nguyén ’

| x1+x2+...+x’n:m.
Hbi phuong trinh n6i trén c6 bao nhisu nghiem nguyén khong am?
Lgi gidi. Goi X 1a tap cdc nghiém nguyén khong am ctia phuong trinh da
cho va Y 1a tap cic sau nhi phan c¢6 do dai m +n — 1, trong d6 c6 m ki

tu 1 van—1kite0 Xét 4nh xa f: X =Y, cho tuong dng mdi- phan tu
T = (Z1; T2} ...; Tp) € X v6i phan tt

y—ll .1011...10...011.. 1

T T2 In

. Dé thay f 13 song anh Do d6 | X|=1|Y|= C,’,ﬁﬁl_

Vi du 2. Cho m,n 13 cic sb nguyen duong 'Xét mang 1uéi 6 vuong klch thudc
n X m nhu hinh vé

y
n A(m;n)
0(0:0) — 7

H01 sb dufong di ngén nhat (theo mang hIOl) tit diem O(0;0) dén dlem
A(m;n) 1a bao nhieu? ’

Ldi gidi.-Mai duong di ngin nhét (theo mang lu6i) tit O dén A gom m budce
di ngang vd n buéc di lén. Goi X 1a tap cac dudng di ngdn nhét (theo mang
ludi) tir O dén A va Y 13 tap cac bo s6 (a1;a2; -5 Gmyn) € {0 1}™+", trong c6
n toa do bang 1. Xét 4nh xa T : X — Y cho tuong ing mdi dudng di z € X
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v6i bo s6 (a1; ag; ...; min), trong dé a; = 0 néu bude thi ¢ di ngang va a; = 1
néu budc thit ¢ di len. D thiy, 7' 14 mot song anh. Do d6 T =Y|=Cr,,.

Vidy trén day 13 dinh i co ban clia mot phuong phap rit hieu qua dé giai
cac bai todn t hop, d6 1a phuong phdp qui dao.

8.3 | Phwuong phap quy dao

Noi dung ctia phuong phdp qug dao 1 quy bai toan da cho vé viec dém sb
duong di (s6 quy dao) c6 mot tinh chit xac dinh nao d6.

Vi du 1. Cho n 13 mot sb hguyén duong. Chitng minh ring
C3, = (CO? + (C1)? + ... + (CM2.

Loi gidi. Xét mang ludi 6 vudng n x n. Khi d6 s6 duong di ngin nhét tit
O(0;0) dén A(n;n) 1a C3..

Yy }
M(0;) A(n;n)
0/(0;0) Nm0) %

Bay gio ta dém sé duong di ngan nhat ta O(0;0) dén A(n;n) theo mot
cach khac. Dé di dugc tir O(0;0) dén A(n; n) ta cin di qua diém P(k;n — k)
trén dudng chéo M N, trong d6 M (0;n) va N(n;0). S6 duong di ngdn nhét tir
O(0;0) dén P(k;n — k) 1a CrF = CF. S6 duong di ngdn nhét tit P(k;n — k)
dén A(n;n) 1a Cf. Suy ra, s6 dudng di ngén nhét tx O(0;0) dén A(n; n) va di
qua P(k;n—k) 1a (CF)2 Do dé, s6 duong di ngén nhat tir O(0;0) dén A(n;n)

1a ‘ '
| R (CO? + (C) + ... + (C™)2,
Tu d6 ta c6 Cp, = (C)> + (CL)2 + ... + (C™)2.
Vidu 2. Chon > m > 0.C6 m+n nguoi sip hang mua vé, trong dé cé n

ngudi mang tién loai 5000 ddng v m ngudi mang tién loai 10000 ddng. Mi vé
gid 5000 dong. Trudc lac bén, ngudi ban vé khong c6 tién. Hoi ¢6 bao nhicu
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cach sip xép m + n nguoi dé khong c6 ngudi ndo phai chd tra tién thira?

Loi gidi. Gid sit m+n ngudi mua vé da duge sip hang theo mot cach nao do.
Dit £; = 1 néu ngudi thit i ¢6 5000 ddng va ; = —1 néu ngudi thi ¢ c6 10000
ddng. Khi d6, hieu sb giita s6 ngudi ¢6 tidn 5000 dong va sb ngudi c6 tién 10000
dong khi c6 k ngudi sip hang 1a Sy = Y% ; Trén mang ludi 6 vuong, vé cic
- diém Ay = (k; Sp). Xét dudng gép khiic néi O(0;0) v6i Apin = (m+n;n—m)
va di qua cac didm Ay k = 1,2,...,m+n — 1. M&i duong gip khic nhu vay
ta goi 1& mot quy dao. S6 cac quy dao 1a C’m+n Dé thay, quy dao tuong dng
v6i cach sip hang ma khong ai phai cho tra tién thua la quy dao khong cét
diong thing d: y = —1. Ta di dém s6 quy dao cit dudng thing nay Vi mbi
quy dao T cit dudng thang d:y=—1 (bao gdm cad quy dao co diém chung
vi d :y = —1), ta xay dung quy dao T" tit quy dao T theo cach sau: dén giao
diém dau tien v6i d : y = —1 ta giit nguyén phan quy dao 7. Phan con lai,
" ta lay déi xing qua dudng thing d : Y= —~1. T d6, ta dua viec dém sb quy
dao T cit dudng thing d : y = —1 vé dém sb du0ng gap khic ndi O(0;0) vdi
Al = (m+n;m—n—2). Gia st 6 duong gip khic nay c6 = doan hudng

m+n
- len trén va y doan huéng xudng dudi. Ta c6

x+y:m+.n, y—r=n-+2-m

hay r=m-—1,y=n+1 Do ds, sb qﬁy dao cit duong théng d 1y = —1 1a
cnil, ~ | |

Vay sb cach sip hang cin tim 1a S = C" n— C',T,Tfn

8.4 Phuong phap sit dung da thitc va sb phiic

Y tuang cua phm)ng phéap nay la dua viéc dem s6 tap X c6 tinh chét T
ndo d6 vé tinh tdng S cha cic hé s6 ay tng v6i cac luj thita bac k c6 cling
tinh chat 7" ndo dé ctia mot da thic f(z). Sau d6 st dung s6 phiic dé tinh S.
Xét vi du sau: '

Vi du Tim s6 tap con A cla tap X = {1 2;3;...; 2010} sao cho tdng cac phan
t1t ctia. A chia hét cho 5.

Lo gidi. Xét da thic f( ) "(1 +2)(1+22)...(1 + 2291%). Khai trién da thitc
f(z) ta duge f(z) = Y 25, trong d6 S(C) 1a tong céc phan tit cta C.

- Cocx
Do d6, s6 tap con A ctia X c6 tong cac phan ti chia hét cho 5 13 tdng céc he
s6 ctia cdc luy thita dang 2% v6i k € N.
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2 2 . .
"Dat € = cos % + 7 sin —571 (€ 1a mot cin bac 5 cla don vi). Ta cd, véi moi k
khong chia hét cho 5 thi ‘ '

) ) o ’ 1 — 5\k
‘1+ak+(52)'~+(53)k+(‘e4)k:—1_(’;,3 =0

va néu k chia hét cho 5 thi _
C14eF 4 (D) + () + (eY)F =5

- Goi S 12 56 tap con A can tim thi

§= S (F) + 1(8) + () + FE) + 1)

cnl»—-t

Vi da thitc g(z) = 2° — 1 ¢6 cac nghieém 13’1, ¢, €2, €3, £* nén

(@) = o = V(o = )@ - )(z - &)z — ")
Suy ra . |
(1+e)1+e)(1+) A +e)(1+6°) = —g(-1)=2.
Vay ,
‘ ) 22010 + 4.2402 B 22010 + 2404

S = 5 = 5

8.5 Bai tap
8.5.1 Bai tap luyén tap

1. Cé bao nhleu s6 nguyén duong c6 5 chit s6 ma tong cac chu s6 clia no 13
mot sb chan?

2. C6 bao nhieu sb tu nhién ¢6 4 chit s6 ma tdng cac chit s6 clia né 1 boi
clia 47

3. Cho n 13 mot s6 nguyén duong. Xét bang 6 Vuong n x n. Hoi trong bang
da cho c6 bao nhigu hinh vudng? o

4. (Baltic 1995) Cho tap X .= {1,2,3,...,1995}. Hbi ¢6 bao nhiéu cach chia
tap X thanh 3 tap con khéc rdng sao cho trong mbi tap khoéng c6 hai
phan tif lien tiép nao?
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5.

10.

11

Hinh luc gla,c déu A1A2A3A4A5A6 duac chia thanh 6 tam giac OA 149,
"OAyAs, OAzA,, OA4A5, OA5A6 va OAeAl, trong d6 O 1a tam cta luc
gidc da cho. Ta t0 mau cic mién tam gidc déu béi mot trong 3 mau: )

~ xanh, d6, vang sao cho méi hinh tam gidc déu chi dugc t6 bdi mot mau

v hai mién tam gidc déu k& nhau thi c6 mau khac nhau. Héi c6 bao
nhiéu cach to mau nhu Vay‘?

Cho n 13 sb nguyén duong. Xét bang 1 x n. Dién vdo mdi & mot trong
hai s60 hozc 1. Héi ¢6 bao nhigu cach dién sb sao cho khong c6 hai & ké
nhau nao cung chtra s6 1.

Cho n 1a s6 nguyen dutong Héi tit tap hop X ={3,4,5,6} ta co the 1ap
dugc bao nhiéu s6, méi sb c6 n chit s va chia het cho 3.

C6 n ngudi xép thanh mot hang doc (n > 1). Hoi ¢6 bao nhiéu céch chon
ra k nguoi sao0 cho trong so do khong cé hai ngu01 nao ding lién tiép
trong hang7 :

Stt dung phép dém, hay ching minh déng thic sau
Z k.(CF)? = nCnl,.

Cho n 1a s6 nguyén duong (n > 3). Ki hiéu. '

Zn, ={0;1;2;...;m — 1}

Xét céc tap

Ay ={(a,b,c) | a,b,c € Zn, a<b<c, a+b+c=0 (modn)},
Bn={(a,b,¢) | a,b,c € Zp, a <b< ¢, a+b+c=0 (modn)}.
Dt an = |An|, by = | Byl
a) Tim mbi quan hé gitta a,, va by.

b) Chitng minh réing any3 = bn.

-c) Tinh a,.

((Balkan 1997) Cho m,n 13 céc s6 nguyéh duong (m,n > 1). Xét tap X

gom n phan tit va Ay; A, ..., Ay 14 m tap con clia X thod méan: v6i moi
z,y € X (z #y), ton tai tap Ar (1 <% < m) sao cho z € A,y ¢ A
hodic z ¢ A,y € Ag. Ching minh ring n < 2™.
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12.

13.

14.
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(IMO 1989) Cho n 1a s6 nguyén duong. Mot hoan vi (z1; T; ...; Ta,) clia
tap {1;2;...; 2n} dugc goi la c6 tinh chat 7' néu ton tais € {1;2;...;2n—1}
sao cho ' ‘
. l.’)’,‘z - xi—kll = n.

Ching minh rang véi moi n nguyén duong, sé cac hoan vi cé tinh chét
T 16n hon s6 cac hoan vi khong cé tinh chit 7.
Sit dung phuong phap quj dao, chitng minh ding thic

Cr=Crt+ Oy + ...+ Crt

Trong mot 1an bau ct, tng cit vien A dudca phibu bau, dng ct vien B
dugc b phidu bau (a > b). Cit tri bé phiéu lién tiép. Héi c6 bao nhiéu

- cach bo phiéu dé ting cit vien A luon din dau vé sé phiéu bau cho minh.

15.

(Dua theo bai thi IMO-95) Cho p 1a 6 nguyén t6 18 va tap
M =1{1,2,.., 2p}. V6i mbi tap con X ctia M, ki higu S(X) 14 tdng cac
phan ti clia tap X. Dat

A={X CM||X|=p}

S Ai={XCM: |X|=p S(X)=i (modp)} (i=0,p—1)}
a) Ching minh ring
|Ay| = |Ag| = ... = |A,1] = |Ao| — 2.

b) Tim s tap con-C cha tap M = {1,2, ..., 2p} sao cho |C| = p va tdng
céc phan tit ciia C chia hét cho p.

8.5.2 Bai tap tu giai

1.

Xét bo bai gobm 52 quan. Ta rat ra 13 quan bai tir bo bai néi tren
a) Hoi ¢6 bao nhiéu céch?

b) Hoi ¢6 bao nhiéu cach ma trong 13 quan bai dé c6 "ti quy"?

. C6 bao nhiéu cach xép 8 con xe 1én ban c¢d vua sao cho khong cé con xe

nao nam trén dudng chéo chinh (dudng chéo ndi goc trén ben trai va géc
duéi bén phai) va khong c¢6 con ndo #n con nao?
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(VMO-1996) Cho n s6 (n > 4) doi mot khac nhau ay, ag, ..., an. Héi c6
bao nhiéu hoéan vi cia n s6 d6 sao cho trong mdi hoan vi khong cé ba so
nao trong 4 s a,,ay, as, as nim § ba vi tri lién tiép.

Xét 1u6i 6 vudng nxn (n > 2). Ta td mau cac nat ludi bdi mot trong hai
mau: xanh hodc dé. Hoéi c6 bao nhiedu cach t6 sao cho mdi hinh vuong
don vi.cé hal dinh mau dé va hai dinh mau xanh? ‘

. Cho m,n 1a céc s6 nguyén duong. Xét bé’ng m x n. Dién vao cdc 6 clia

bang mot trong hai s6 0 hodc 1 sao cho trong mbi hang, mdi cot sb sb
khong 12 mot s6 chdn. Héi ¢6 bao nhiéu céch?

Cho n dudng tron trén mit phing (n > 1). Héi n dudng tron d6 chia
mit phéng thanh nhidu nhit bao nhiéu mién?

Cho n nguyén duong. Héi ¢c6 bao nhiéu c4ch néi 2n diém trén vong tron

'bang n day cung khong cit nhau?

Goi a, 12 s cac xau nhi phan do dai n khong chita chudi con 010 b, 1a.
s6 cac xau nhi phan do dai n khong chita céc chu01 con 0011 va 1100.
Chiing minh rang

‘ bn+1 = 20n.

Xét-tap X = {1;2;3;...; 2010}. V6i mdi tap con A clia X,

A = {a1;09;...; a1},

| trong dé a; > as > ... > ay, ta dat

10.

S(A) =a; —ag+ ...+ (=1 tag.
Tinﬁ tong
S=> 54

ACX

Véi méi sb nguyen duong n > 2, ki higu S, 12 86 cac hoan vi (a1; a2; ... Gn)
clia bo (1;2;...;n) sao cho

1<|ax—k|<2,¥k=T,7n

a) Tinh Sl, SQ, 53,.54.

9A- CBToantchop
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11.

12.

13.

b) Bing cich lap song anh, hiy chitng minh ring

Sn+1 = Sn -+ S’n—l + Sn-—Z =+ S’n—-B - Sn—47vn > 4.
¢) Chitng minh ring

1,75.5,_1 < S, < 2S,_1,¥n > 6.

(VMO-1996) Cho cic sé nguyén duong k vi n v6i k < n. Hdi ¢6 bao
nhiéu chinh hop (ay; ag;...;ax) chap k ctia n s6 nguyén duong dau tién
thod méan it nhat mot trong hai diéu kién sau:

a) Ton tai s,t € {1;2;..;k} sao cho $ < t va a; > ay.

b) Ton tai s € {1;2;..;k} sao cho a, — s khong chia hét cho 27

C6 bao nhidu céch 14t bang 3 x 2n bing cic quan d6min6 1 x 27

Cho n diém A, A,...A, trong khong gian, trong d6 khong c6 4 didm nao
dong phéng (n > 2). Méi cip didm A;, A; duge nbi véi nhau bdi mot
doan thing. M5i doan thang dugc t6 bdi mot trong hai mau: xanh hoic
dé. Tim n 16n nhéat sao cho cic didu kién sau dudc thod man:

a) V6i mdi 1 < i < n, s6 doan thang c6 mot diu mit 13 A; duge t6 mau
xanh khong vugt qua 4.

. b) V6i mdi doan A;A; dugc t6 mau do, ton tai didm A, khac Ai, Aj sao

14.

16.

cho cac doan AxA; va ArA; ddu dugdc t6 mau xanh.

Xét phuong trinh nghiém nguyén duong

Ty + 2o+ ..+ Ty = 2009.

M&i nghiém z = (x1;Z2;...;T9) cla phuong trinh trén goi 14 nghiém 1é
néu 1, xq, ..., Ty 12 cac sd 1&. Hoi phuong trinh trén ¢6 bao nhigu nghiém
167 :

. Cho n > 2. Hoi c¢6 bao nhidu s6 chia hét cho 5, mbi s6 ¢6 n chit s6 va hai

chit s6 k& nhau bét ki déu khac nhau?

(Rumania -2003). Cho tap X = {2;3;7; k9} va n 12 s nguyen dUOng Héi-
tit tap X ta c6 thé lap duoc bao nhiéu sé nguyén duong, méi sé c6 n chu
sb va chia hét cho 3‘?

aB- CHToantchop
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

93.

Xét tap X = {1;2;3; ..;n} véi n > 4. Hoi ¢6 bao nhiéu tdp con A cia
Va,be A:a—b¢ {1;3}.

St dung phudng phap quy dao, ching minh cic ding thitc sau
a) CY.CE+CLCk 1 + .+ CrkCY, =CE_ (k<mk<n).

‘ b) O,,T.CO C:;n 11 Ck17+1 + e + ng_n.ck+m = ?’T—Fk‘f‘l'

Cho n > m > 0. Cé m + n nguoi sip hang mua vé, trong d6 c¢6 n ngudi

~ mang tién loai 5000 déng vh m ngudi mang tidn loai 10000 dong. Mbi vé

gid 5000 dong. Truée lac ban, ngudi ban vé c6 p dong tién 5000 dong.
Héi ¢6 bao nhiéu cach sip xép m + n ngudi dé khong c6 ngucl nao phai
chd tra tién thira? ‘

Cho z,y la cac sb nguyen vaz > 0. Ta g01 quy dao ndi diém O(0;0) véi
diém M (z; y) 1a dudng gap khuc ndi cac dlem 0(0;0), A1(1; S1), ..., Ax(; Sz),
trong do _

S; — 511—616{1 ].}S—-—J

Ki higu S(:z: y) 1a s6 quy dao néi diém O(0;0) véi diém M (z; y) Chiing
minh rang

z+y . . Y
Cz? néu z,y cung tinh chan le,
0  néu z,y khac tinh chin 18.

Cho A, B 13 hai diém nguyén ni¥m trong géc phan tu thit nhét. Goi A’
1 diém déi xitng cta A qua truc hoanh. Ching minh ring s6 quy dao
tit A dén B c6 diém chung v6i truc hoanh bing s6 quy dao tit A’ dén B.

Cho >0,y > 0. Chlmg minh ring s6 quy dao tit O(0; O) dén M(z;y)
khong c6 dinh trén truc hoanh (trit O) bing S(a: y) ‘

1

Ki hieu B, = mC’;‘n. Chl’mg minh ring tro‘ng‘ s6 Ch quy dao ndi

0O(0;0) v6i M (2n;0) c6

a) Bn 1 qu dao n¥m tren truc hoanh va khong 6 dlem chung véi truc
hoanh, tru cac diem O va M. :

b) B, quy dao khong c6 dinh nim duéi truc hoanh.
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24,

26.

27.

28.
29,

30

Chuyeén dé 8. Mot s6 phuong phap dém khac

Ki hiéu B(k,n) l1a s6 quy daovnéi 0(0;0) v6i M(2n;0) cé 2k canh nim
trén truc hoanh va 2n — 2k canh con lai ndm duéi truc hoanh. Ching
minh rang

a) B(k’n’) = Bn

b) B(kf, TL) - B().Bn,_l + Bl-Bn—2 + ...+ Bn—l'BO' »

. (VMO-2003) Cho céc sb nguyén duong m,n,p,q véi p < m, ¢ < n. Trén

mat phing toa do 1y 4 diém:
A(0;0), B(p;0), C(m;q), D(m;n).

Xét cac duong di f ngén nhat tit A dén D vi cac duong di g ngén nhit
tit B dén C. Goi S 1a s6 ciip duong di (f;¢) ma f va g khong c6 diém
chung. Ching minh ring
S = Olrrrbt+n-0;1n+q~p - Cgﬁq Crnn— -p*

Cho n, m, k 1 cac s6 nguyén duong van > 2k. Xét tap X = {1;2;3;...;n}.
Ta goi tap con A clia X gom k phan tt 13 mot k—tap. Xét tap S ma
m&i phan ti clia n6 13 mot k—tap cta X sao cho moi k + 1— tap cta X
déu chita ding m phin t& thuoc S. St dung phép dém, hay

a) Tinh |S| theo m,n, k.
b) Ching minh S gdm tat ci céc k—tap cua X.

Cho n 12 s6 nguyén duong vh S 1a tap cic diém nguyén (z;y) trén mét
phéng toa do sao cho 0 < z < mva 0 < y < n. Goi T la tap cac hinh
vudng c6 dinh thude S. V6i mdi k € N, ki higu ay 1a s6 cap diém trong
S ma 13 dinh ca dang & hinh vudng thude T. St dung phep dém, hay

chitng minh rang

ag = a9 + 2as.

Tim sb tap con A cia tap X = {1;2;3;...;2009} sao cho tdng cic phin
it clia A chia hét cho 7. :

Cho p 1a s6 nguyen t6 va tap M = {1,2,...,m} (m > 1). Tim sb tap con
C cta tap sao cho |C| = p va tdng cac phan ti cia C chia hét cho p.

Cho p 14 s6 nguyén t6 1& va n 13 56 nguyén duong nguyén t6 cting nhau
v6i p. Hay tim s6 bd (a1; ag; ...; ap-1), trong d6 ay, as, ..., ap—1 12 cac s6 tu
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34.
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ri,hién khong vu‘dt qua n — 1, sao cho

kary =0 (mod p).
k=1

Cho hai s6 nguyén duong m; n sao cho n + 2 chia hét cho m. Hay tinh

'50.céc bo ba s6 nguyen duong (z; y; 2), trong d6 z,y, z khong vuot qué -

n, sao cho tong z +y + z chia hét cho m.

Cho n 13 s6 nguyen: duong. Chiing minh rang s6 céch phan tich n thanh
tong ctia cic sé nguyen duong 1é biing s6 cach phan tlch n thanh tong
cta cac s6 nguyén duong khac nhau.

Cho m,n,p 1a cac sb nguyén ‘duong sao cho n + 2 chia hét cho m va
m > p. Hay tinh s6 bo (z1;22;...;2,) gom p sé nguyén duong, mdi sé
khong vugt qui n vi tdng Ty + T3 + ... + T, chia hét cho m. '

(IMO Shortlist - 2007) Cho n 14 s6 nguyén duong. Xét tap X = {1;2;...;n}.
T6 mbi phan tit cia X bdi mot trong hai mau, trong dé p s6 dugc to
mau dé va ¢ s6 duge t6 mau xanh. Hay tim s6 cac bo (z;y; z) € X3 sao
cho z,y, z dugc t6 cing mot mau va z + y + z chia hét cho n.

. (Viet nam TST - 2008). Cho tap M = {1;2;3;...;2008}. T6 mdi phan
- tir cia M bdi mot trong ba mau: xanh, do, vang sao cho méi mau c¢é it

nhat mot sd duge t6. Xét hai tap

S1 = {(z;y; 2) GMS},,

- trong d6 z;y; z cing mau va z +y + 2z =0 (mod 2008),

Sy = {(z;y;2) € M},

trong do6 z;y; z d6i mot khac mau vd z +y + 2z = 0 (mod 2008).
Chtng minh rang 2]51| > | Syl

'Mbi dinh clia mot hinh cttu gidc déu ta to bdi mot trong hai mau: xanh

hodc d6. Ching minh ring ’
a) C6 it nhat 10 tam giac ¢6 tat ca cac dinh cing mot mau.

b) Trong s6 10 tam gidc ¢6 tit cd cac dinh cling mot mau, c6 it nhit hai

“tam giac ddng dang.
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8.6 Hudng dan giai bai tap
1. (St dung da thiic). Goi S lét s6 56 c6 5 chit s6 thod mén yéu cau bai toan.
Xét da thic ' :
P(z) = (z + e w2 (LT 2+ 2t
‘Khai trién P(z) ta dugc P(z) = 3 r, aka:k Khi'd6

S = Za% = ) + P(~1)) = 45000.

2. (St dung da thitc va s phitc). Goi S 1a 86 86 ¢6 4 chit s6 thod man yéu
cau bai todn. Xét da thic |

Pz)=(x+2*+ .. +2) 1 +z+2%+ .. +2°)°

Khai trién P(z) ta dugc

36
P(x) = Z apzt.
k=1
Khi d6
. 18
5=
C k=1

27 2
Goi € = cos ——471 + ¢ sin —; (cin bac 4 ctia don vi). Ta ¢

1 - 4 .
§=3(P1)+Pe) + P(e%) + P(e%)).
Dé ¢ ring e = —1, tadiroc

9.10% — 4
4

S = =2249.

3. (Phuong phap song anh). Day la bai toan kha don gidn nhung khong it
ban ling tang. Goi 7' la tap cac hinh vudng trong bang, T} 1a tap cac
hinh vudng canh £ trong bang (1 < k <n). Ta c¢6: Ty, T3, ..., T, doi mot
doi nhau va '

‘ T'=TUTu..UT,.
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Do dé ' R o
. |T| = 1T1|+‘|T2|+...+}Tn|.

G&n vao bang hé toa do nhu hinh vé.

Y,
n (n;n)
b+kf - P
1b—"1\‘/I, Q
| N
|

L

0 a a+k nx
Khi d6, méi hinh vudng MNPQ canh k trong bang ‘mIOng ing vOi cdp
$6 tu nhien (a;b) € A x B, trong d6 | ,

A= {0;1;2;...;n—‘k}, B.:" {0;1;2;...;n — k}.
S6 hinh vuong canh k& trong bang 1a |
Tu| = |A x B| = |ALIB| = (n — k + 1)2.
S6 hinh vuong trong bang da cho la
— n | n(n+1)(2n+1)

TI=D 1Tl =) (n—k+1) = ——

k=1 - k=1

4. Goi S(n) 1a s6 cach chia tap {1,2,...,n} thanh 3 tap théa man yéu cau
bai toan. Ta co: S(n+1)=2S(n)+1,Yn > 3. Ta do co :

S(n) = 2~ 35( )+ (L2422 420 =2"" — 1
Vay sb cach chia can tim 1a 5(1995) = 2199 1.

5. Ta st dung phuong phép truy 1101 Goi S (n) 1a 6 cach t6 mau thod mén
yeu ciu bai toan déi véi n—gidc déu A;A,...A, (n > 3). Mién tam giac
ddu QA A, 6 3 cach t6 mau. V6i mdi cach t6 mau clia mién tam giac ,
OA 1Ay thi ¢ 2 cich t6 mau mxen tam gidc O Az Aj3. Tudng tu, céc mlén
tam gidc OAzAy, .. OAn 1A, cung co 2 cach t6 mau. Trong hai cach to
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mau mién tam gidac OA, A; tring véi cdch t6 mau mién tam gidc OA, A,
tring v6i cich t6 mau mién tam gidgc OA; A, thi s6 cach t6 mau ngiac l1a
3.2""1. Ta di tinh sb c4ch t6 miu ma mién tam gidc OA,A; cling mau
v6i mién tam gidc O Ay A,. D& théy, s6 céch t6 mau néi trén 13 S(n — 1).
Nhu vay ta c6 o ‘
| S(n) =32""1~-8Sm-1).
Tit d6 ta c6 )
S(6) = 66.

Ban doc hiy néu va giai bai to4n tdng quét véi da giac ddu n canh v sb
mau la k.

Goi S(n) 1a s6 cach dién s6 thod man yéu ciu bai toén. Ta di thiét lap
hé thitc truy héi. Xét cich dién sé nhu hinh vé

ay | ay - Un-1] Qn

Néu a, =1 thi a,_; = 0. S6 cach dién sé nhu vay 1a S(n — 2).
Néu a, = 0 thi s6 cach dién 1a S(n — 1).

Suy ra
S(n)=S8n—-1)+ S(n—2).

Tu d6 ta c6

S(n)

C543VE [14vE) | 5-3V5 [1-+v5\"
S 10 2 ;+ 10\ 2

Céch 1 (Phuong phap truy hoi). Goi A, 1a tap gdm cac s6 c¢6 n chit s6
va chia hét cho 3, B, 13 tap gdm céc sb c6 n chit s6 va khong chia hét
cho 3. Dat a, = |Au|, b, = |By]. Ta co

U1 = 205 + b, bnsr = 2an + 3b,.

‘ 4m 42
Th d6 ta c6 a, = ; .
Cach 2 (Phuong phép st dung da thitc va s phitc). Goi S(n) 14 s6 cac

$6 ¢6 n chit s6 thod man yeu ciu bai toan.
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Xét da thite N o
flx) = (2% + z* + 25 + 25)™
Khai trién f(z) ta dugc '

6n
fl@) =) asz*
k=1
Dé thay
2n
S(n) = Z dgk. ‘
k=1

. 2 o 27 ' . ) -
Gom:cos%—i—zsm—g—r (cin bac 3 cta don vi), ta c6

S(n) = 5(£1) + £(e) + () =

.

8. Gi4 st n ngudi da cho lan lugt l‘a Aq, Ag, ..., Ay v(xép hang theo’th(x tu
dé). Gia sit chon dugce k ngudi A;;, Ai,, ..., A;, thod man. Ta c6

1<d <ip <o <G Sy gy — 0 2 2,Vs = Lk—-1.
Dat X 1a tap cac bo (z1;z9;...;2) thodmn 1 < z7 <z < ... <z <N
VA Zgp1 — T > 2,Vs =1,k — 1, ta c6 s cach chon k ngudi thod méan yéu
cau bai toan la |A|..

Xét tap

Y ={(yi;92-u): 1<y <gpp<..<yw<n—k+1}

Ta thiét 1ap anh xa 7 : X — Y nhu sau:
V6i mdi phan tit x = (z1;29;...;2%) € X, cho tuong dng voi phan &t
(1, ¥2; s yx) €Y, trong do
Yo =Ty — 5+ 1.
D& thiy T' la mot don 4nh neén | X| < |V
Bay gio ta xay dung anh xa $:Y — X:
V6i mbi phan tit (y1;y0;...;9k) € Y, cho tuong ing v6i phan tit z =

(T1; T2 ..; 2x) € X, trong d6

To=1ys+5— 1.
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D& thiy S la mot don anh nen | X| > |Y.
Vay '

X = Y] =Ch
9. Dé ching minh ding thitc bing phudng phap dém, ta dém mot dbi tugng
nao dé bang hai cach khac nhau, cho hai két qua bing nhau 1& duoc ding
thic cn chitng minh.
Xét bai toan: C6 n ban'nam v n ban ni. Cﬁny chon f:a;m@t nhém n
ngudi, trong dé nhém trudng 1a moét ban nam.
Ta s& dém bang hai cach khéc nhau:
Céach thit nhat: Trudc tien ta chon ra nhoém trudng: Co6 n cach. Véi mdi
cach chon nhém truong c6 Chti cach chon n — 1 thanh vién con lai. S6
cach 1ap nhém 1a nCp1,. ,
Céch thi hai: Chon k ban nam va trong d6 chon ra mot nhém trudng:
C6 k.CF cach. Véi mdi cach chon k ban nam, c6 C** cach chon n — k
ban nit. S6 c4ch lap nhém 13
n : n
>k CECEE =" k(CE)
k=1 k=1
So sanh hai két qué trén ta c6 diéu phai chitng minh.
10. a) Dat
Cn={(a,b,c): a,b,c €Ly, a=b<c, a+b+c=0 (modn)},

Ta ¢6

Dyp ={(a,b,¢): a,b,c € Zy, a<b=¢, a+b+c=0 (modn)}.

|By| = |An| + |Ca U Dn|.
Vi Z, 1a hé thang du diy di (mod n) nén méi sé y € Z,, ton tai duy

‘nhat z € Z, sao choz +2y =0 (modn) Do d6

|Cr, U Dy | =m.

|

Vayb = ay + 7N

b) Ta xay dung song 4nh h : A, — Bn nhu sau: Xét (a;b;¢) € Apys.
Doa+b+c=0 (mod n+3) nén a+b+c=n+3hodca+b+c=2n+6."
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Néua+b+c=n+3vac<n+2thi dit h((a;b;¢)) = (a;6—1;¢—2).
Néu‘a+b+c=n+3véczn—FZthiazO,bzl,tadat

h((0; 1;n+ 2)) = (0;0;0).

Neua+b+c-2n+6th1a>1 tadath((abc)) (a—lb 2c~3)

D& dang kiém tra anh xa h 1a mot song dnh. Do do |Anis| = |B | hay
Opiy3 = b )

¢) T hai phan trén ta suy ra a,43 = a, +n. T d6 ta co:

- Néun=3k (k>1)th

11,

12.

a,_,”2““3”+6
Néun =3k+1 (k> 0) thi
n® —3n+ 2
a
w n 6 .
Néun =3k +2 (k> 0) thi
. _n?P-3n+2
n= 5 .

Ta c6 2™ 1a s6 phén t cla tich Dcac Y = {0;1}™. Thiét lap 4nh xa
f+X =Y nhu sau: véi méi = € X ta cho tuong tng vdi

Y = (a:l;xg;,...;‘a:m) sao cho ndu z € A, thi zp = 1 va 7 ¢ Ay thi 2, = 0.

D& thay f 1a don 4nh nen |X| < |Y], ta c6 diéu phéi ching minh.

Goi A 13 tap céc hoan vi ¢6 tinh chit T va B 1a tap cac hoan vi khong |
c6 tinh chat 7. Dé chitng minh |A| > | B| ta ching minh ton tai don 4nh

f:B—Ava f khong 13 toan anh.

Xét quy ta,c f B — A xac dinh nhu sau:
V6i mbi phan t b = (by;b9;...;bk;...;09,) € B, |ban — bg| = n ta cho

~ tuong tGng v6i phan tit a = (ay; ag; ...; ak; ...; G2,) € A, trong d6

a; = b, Vi =1; 2;‘;..; k
a; = bzn_i+k+1,Vi =k+1, ey 2T,
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(f = (15 bos o B D15 o3 bam) +=> (B3 b3 oo Bk b oy b))
D& thay f 1a mot don anh. Hon nita, phan ti _
b=(l;n+1;2;n+2;3;4...;nn+3;n+4;...;2n)
khong c6 tao anh. Do d6 f khong 1 toan &nh. O
13. Xét cac dudng gip khiic ngdn nhét néi didm O(0;0) véi diém
M(m;n — m). S6 dudng gip khic nhu vay la C™.
~ ” . 7 1
| Vé6i méi k =0,1,2,...,n—1, cb C,’L"_”kl,_l duong cat duong thiang z = 3
. v“ ]. BN ‘
tai diém P < 5; k) Tu dé ta c6 dieu phéi chiing minh.

14. Dit e; = 1 néu phiéu bau thit ¢ bau cho A, £; = —1 néu phiéu bau thit
i bau cho B va S = &1 + &3 + ... + ;. Trén mang ludi 6 vudng, xét quy
dao di qua cac diém

0(070), Al(l;Sl)a-“a Aa+b(a -+ b§ Sa.-l-‘b)' M
M&i cach bd phiéu tuong tng véi mot quj”/ dao. M6i quy dao gdm a + b
doan théng, trong d6 ¢6 a doan huéng len trén. Téng s6 céc quy dao 1a
C¢,,- tng ctt vien A luon dan dau néu quy dao tuong ing di qua A(1;1)
va, khong cét truc hoanh. S6 qui dao nhu vay 1a ’
| a— a a—b o
Ca—i—bl-l T Yatb-1 T ot p ot
15. a) Dé ching minh |4;| = |43| = ... = |A,_1| = |Aq| — 2 ta chiing minh

hai da thic sau c6 ciing tap nghiém (nghiém phtc):

flz) = (|4 — 2) + |As]z + ... + |4, 1|2P7" vA
gz)=1+z+..+27
Dé thay, g(z) ¢6 p — 1 nghiém la g, €2, ..., €7}, trong dé
€ = COS gpz + 4 sin -2-5 (can bac p clia don vi).
Ta chiing minh f(g) - f(e®)=..=f("1) =0.Taco

fle) =0« i |A;lef=2  (1).
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VieP =1 nén néu X € A; thi

Do dé
e > SM=2 (2

XeA
Déng thitc (2) goi ¥ cho ta xét da thitc
‘ P(z) = (z—s)(x—eQ)..L(Qsmgzp).
Khai trién f(z), ta dudc |

P(z) = Z (__1)|X|IES(X).x%ﬂX!_

XCcM

He s6 ctia z? trong khai trién clia P(z) la

17 S S

XeA

Mit khac

P P

I - T - ) = (2~ 177
k=1" k=1
Do d6, he sb ca z? trbng khai tridn cia P(z) l1a a, = —2. Suy ra
—1)? Z eSX) = _
XeA
Do p 1é nén ta ¢6 ’
XeA ;

b) Sb tap con C can tim bing s6 phan tt clia tap Ag. Ta cb

| 4y| Ly WA A A+ A -2 A2

Vay

: C’

IAI _”2+_~_____
P

|Ao| = 2 +



Chuyén dé9 | |
Ham sinh va to hop

-Ham sinh ¢6 nhing ing dung hét sitc dac sdc trong todn hoc néi chung va
trong t4 hgp néi rieng.

9.1 Khai niém ham sinh
Cho day sb thuc (a,). Ta goi téng‘h‘mh thitc
. 0o ' .
S(z) = Z 07" = ag + 17 + a2z’ + ...
i=0 '

13 mot chudi lita thira. ‘ , | ‘

| Chudi luy thua S(z) goi 12 hoi tu trén tap X néu v6i moi z € X, day sb
Sn(a:) = 3" a;z" hoi tu. ‘ ' o
S d=0 . )

Khi chudi lu§ thita S(z) hoi tu, ta dugc ham sb f(z) xac dinh boi

f(z) = lim Sp(x)

n—ro0

va ta ciing viét
o0
=0

Ham s6 f(z) n6i trén goi 1a ham sinh cua day (an) da cho.

Vi du 1. Xét day a, = 1,Vn > 0. Ta c6
1— n+1
Sn(m)=1+x+x2+...+x”:—1—x-a—:~—’

142
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, o | | X
- Khiz € (-1;1) thl lim 2" = 0. Do d6 lim S,(z) = ——. Vay
1
S(z) = T2

Vidy 2. Xét day ag = l,a1 = 2,a, = 3,...,ap =+ 1, ... Ta c6
| .

S(:U):A1+2x+3x2+...:' (1+x+xé+,..)'=m,

Vé diéu kien dé mot chudi hoi tu, ban doc ¢6 thé tim hiéu & cdc cudn séch

khéc. Trong chuyén dé nay ching ta chi dé cap dén mot s6 chudi co bdn ma
trong céc khodng (—d;0) v6i § > 0 dl nho thi céc chudi nay déu hoi tu.

9.2 Kh.ai trién Taylor

Binh 1i . Cho ham s6 f(z) ¢6 dao ham moi cip tai z = a. Khi d6 ta c6 khai

t'rién 1(1) -
f(z) = f(a) + / u(a) (x—a)+ ! 2!a (z—a)®*+ ...
Dic biét, khia =0 ta c6
(1) (2)
fla) = 1)+ Lo L0

9.3 Hé sé nhi thitc mé rong

~ Cho u 1a mat s6 thue va k 13 s6 nguyeén khong am. Ta dinh nghia

" | 1 néu k=0
( > =9 u(u—1)(u _;;!2)'_"(u_k) néu k> 0.

'Véi cong thite he s6 nhi thitc mé rong dudce dinh nghia nhu trén ta c6 khai

trién ‘ -
(1 + ) = Z (Z)mk,

k=0

trong d6 w 1a s6 thuc tuy § va |z| < 1.
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9.4 Ung dung ctia ham sinh

Déi véi mot s6 loai bai toan dém, ta quy vé x4c dinh cong thic tudng minh
clia mot day sb cho béi cong thite truy hdi. Sit dung ham sinh cia day, bing
viec khai trién mot ham sb béng hai c4ch khac nhau va so sanh hé s6 clia cing
mot luy thia cua z, ta ¢6 thé dé dang xic dinh duge cong thic tudng minh
ctia diy da cho. D6 ciing 13 § tuéng co ban clia phuong phap ham sinh. Dé
lam quen v6i phuong phap nay, chiing ta bét didu bing mot s6 vi du:

Vidu 1. Xét day Fibonacci =
ag = CLl‘: 1, Qp, :‘anq + an_g,‘v’n > 2.
Tim cong thitc tuong minh ctia sé hang tong quét x,?

Loi gidi. Xét chubi ‘
S(z) = ag + a1 + axx® + ...

Ta co
S(z) =14z + (ag+ ay)z? + (ay + ag)z® + ...
=1+z(ay+az+ aoz? + ..) + 2%(ap + a1z + axz® + ...)
=1+ 25(z) + 22S(x). :
Suy ra
1
S(z) = ——— .
(z) 1—z— 22

 Bay gio ta di khai trién ham s6 S(z) theo chubi luj thita. D& khai trién
S(z) theo chudi luy thita ta biéu dién S(z) qua cdc ham co ban. Ta c6

1 :
5(z) = (1 —712)(1 = rox)
To ‘
7"1—7" ( 1—-mrz 1~—r2m)’
trong dé
f 1-+5
™ = Ty = .

2
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Do dé

So sédnh hé s6 cta z" , ta suy ra

) : n+1 n+1
S 1 1++v/5Y) 1-v5\
n = (1 = 1) = ( f) - ( |

Ty — T2

Vi du 2. Tinh téng

10A- CBToantohop |
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Vi du 3. Gia sit ta c6 mot sb luong d1 16n céc loai hoa qué gdm téo, man, le
dao. Hoi ¢6 bao nhieu cach sdp xép mot gi6 gdm n trai cay thod man cic yéu
cau sau day:

e S6 qud t4o phai chin.

@ S6 qua man phai chia hét cho 5.

‘e S6 qué 1é khong vuot qué 4.

e S6 qua dao khong nhidu hon 1.

Lot giai. Goi ayp, by, ¢y, d, tuong tng 13 sb cach chon n qué: tdo, man, 16, dao
- thod man yeu cau bai toan. Khi d6 sé cdch chon n trai cay thod man yeu ciu

bai toan la
Sa= D apbycrd,.
p+gt+r+s=n
Ta c6: ‘
Ham sinh cda day (a,) 1a

1
Alz) =1+1° bt 1__3:2
Ham sinh ctia day (b,) 1a
o )
B(z) =1 10, ,15 _
()‘ b 210 g =15
Ham sinh cta day (c,) 12
v | 2 3 (_1-4°
Clr)=14+z+a"+2° +2* = :
: ‘ 1—-2
Ham sinh cta day (d,) 14 D(z) =1 + z. ‘
Do S, = ) apbsc.ds nén ham sinh cta day S, 1a .
pHg+r+s=n ' ’ ‘
S(z) = A(z)B(z)C(z)D(x)
1 1 1-2°
1—221— 25 1—,3;( —I—x)
_ 1
(-2

“Khai trién S(z) = theo chudi luy thira ta c6

1
(1-z)?
S(z) =1+ 2z + 32>+ ...

10B- CBToantohop
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\/éy Sn =n-+1. |

Vi du 4. Tim 86 nghiém nguyén khong am cﬁa phuong trinh
:m+xy+m+x;:m,

troné d6 m,n la cac sb nguyén dufdng ’cho trude.

_Lé‘z’ gidi. Goi a(p,q) la s6 céch chon Tp = (- Khi d6, s6 nghiém cla phuong

‘trinh d& cho 1a :

S = z Ca(l,q1).a(2; g2)...a(n; gn)

q1+g2+...tqn=m

Vi a(p; q) = 1, Vp, ¢ nén v6i méi p, ham sinh cta day a(p;q) 13,

‘ ‘ 1

Ap(x) =lda+2’+.. = T

Suy ra, ham Sinh cua day S,, 1a
.‘ . ' ‘ ! 1

Ta c6 N

. ) _ Alals

S®)(z) = n(n+1)..(n+k—1) _ A.C’n+kﬁ1k.
(1 — z)ntk - (=)

Suy ra.‘

S®)(0) = KICk,, .

Khai trién S(z) theo chudi luy thita ta dugec

s s2(0) ,
ﬂ@=5®+51@x+.;)ﬁ+m~

Do dé
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9. 5 Bal tap

9 5. 1 Bal tap luyén tap

1. Cho day (an) x4c dinh béi:
| .' ag : '1,:an = 3an_1 + 2", VYn > 0.
Héy tim s6 hang t6ng quat cla day da cho?

2. Xét 'da'y () xéc dinh béi

: a=as=1,a, =l.ap_1 + 2.anf2 + ..+ (n-— 1)@1,‘y’ﬁ > 3.
Hay tim s6 hang tdng quat cta day dﬁ cho?

3. Xét day Catalan‘:

a=a, =1,a, = Goan—1 +a1ap-2 + ... + ap_109,Yn > 2.

Hay tim cong thitc tudng minh cho a,?

4. C6 bao nhigu cé,ch‘ ddi n dollars thénh}'c’éxc dong 1 dollaré ya 2 dollars?

5. Cho n > 1. Héi c6 bao nhieu da thic P(z) ¢6 he s thude tap hop
{0;1;2;3} thoé'm méan: P(2) =n? ’

6. Cho n 1a s6 nguyén duong. Véi mdi 1 < k < n+ 1, xét phu‘ong trinh
nghiém nguyen :

kaz—l—(k+1)y:n+1~—k.
Goi s, 1a 6 nghiém nguyén khong am ctia phuong trinh néi trén.

Ching minh ring

31+82+,..+Sn+1:’n+1.
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9 5.2 Bai tap tu giai -

1.

10.
. cla dung mot cp s6 cong. Ching minh rang co hai cap b cong trong.

Cho day (a,) xac dinh béi:
Ca=a;=1,a, = 4da, 4an,_2,Vn > 2.

Hay t1m s6 hang téng quat ciia day da cho?

. Tim cong thitc tdng quét ciia diy sb (an) X4c dlnh boi.

ao—lan—Zan 1+Tl3 ‘v’n>1

. Tim coéng thic t@ng_qua,t ctia diy s6 (a,) x4c dinh béi

' do = 2,d2 =5,a, = dan_1 — dan_o +n?, ¥n > 2.

- Tim day (an) thoa méan

ap =0, a1_2 an+2+4an+1+8an—-OVn>O

Tim day (an) thod man

a0 = a1 =0, ap42 — 6ay41 + 9a, = 2" +n,Vn >.0.
Cho day (a,) thod méan
ay 2‘17 Aop = a/_n, aén-H = an + a'n’—i-ly,vn Z 1.
Tinh a,? |

Cho n 14 s6 nguyén duong. Ching minh rémg s6 céch phan tich n thanh
tong clia céc sb nguyén duong 1é bing s6 cach phan tich n thanh tong’
cta cac sb6 nguyén duong khéc nhau. '

Cho n 1286 nguyen duong. Xét bo sé z = (1;2;3;...;n). Hay tim s6 hoan
vi khong c6 diém bét dong ctia bo s6 n6i tren" . '

Cho n 1a s6 nguyén dlIdng val<k<n. Xet tap X {1; 2 .;n}. Tim
sb tap con A ctia X gom k phan t& sao cho trong A khong cé hai phan
tit lien tiép ndo? : '

Cho httu han cép s6 cong sao cho m3i 86 tu nhien khdc 0 1a mot phan ¢

s cac C&p s COIlg IlOl trén cé cung COl’lg sai.
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9.6 Huédng dan giai bai tap

1. Xét chudi : »
- ‘S(m):a0+a1x+a2x2+...

"Ta co

S(z) = ag + (3a0 + 2)z + (3a + 2 z? ...
| = 3z(ap + a1z + apz? 4 .) + (14 2z + 2%2% + ..
= 3xS(z) + T
Suy ra
1
@) = T =)
Ta c6 5 5
SO =T T Toaw
Do d6
S(z) =3 (3z)"—2) (2z)" =) (3" —2")a".
n=0 n=0 n=0

Vay ap = 3n+1 _ 2n+1_ .

2. Xét chudi |
S(ZL’) =1z + a2x2 + “e

- Ta co

S(z)(z + 22* + 32° + ) = a1’ + (Lag + 2a1)2° + ...
‘ = S(z) — .

3z -1
22 -3z +1

3z —1-
22 —3r+1

_Suy ra S’(gc)(1 — 7 =S(x)—=z hay S(z)=z+1 +

D& khai trién S(z) dusi dang chudi luy thira ta viét duéi

dang
A B

1~7"133+1-—7”2x’
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34v5  3-5

trong d6 r; = TR S

Bing phuong phap dong nhat he sb ta dugc

3“—7’1 T '
A= -2 B= = :
T — T2 \/5 ; Ty — T2 \/5

To—3 T

Do doé

S(z)=a+1+ Al +rmz+r22>+..) + B(l+ 1w +r22° +...)
=A+B+1+ (Ari+ Bry+ 1)z + (Ar? + Bra)z® + ...

Vay

. n—1 n—1
' : 1 3+v5Y) - 3—+5 ‘ .
— n no_ = Yn > 2.
G, Arl—i—BrQ ——-\/g ( 5 > - ( 5 ) ,Vn 2

3. Xét chudi

S(z) =ao+ a1z + apx® + ...

" Ta c6
S’(:v) - ag + (apar + a1a0)z + ((1,00/2‘ + ara1 + CLQ(J,())£232 + .2
:a1+a2x+a3x2+,.. ‘ .
S(z) -1
= —
Suy ra :

1++1—4x
S(z) = T

Khai trién c4 hai ham néi trén theo chudi luy thira va chu ¢ ring trong
khai trién ctia S(z) cac hé s6 déu duong ta duc)c

1 v1—=4zx

3' 4l

Vay

135..2n—1) 0 1 o
(n+1)! n+1"

,n:
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4. Goi a, 1a sb cach di n dollars thanh cac dong 1 va b, 13 s céch ddi n

dollars thanh cac ddng 2 dollars. Khi d6, sé cach ddi n dollars thanh céc
dong 1 dollars va 2 dollars 1a ~

Sp = Z apby.

ptg=n

Ham sinh ctia déy (a,) 12

1
_ 2 . _
Alz) =1+z+z"+.. P
 Ham sinh cta day (b,) 1a
o B(x )‘ 1+42° Tzt =
B | 4 1—31:2

Suy ré, ham sinh cta day 5, 1a

S(z) = A(a:)B(a:) =

(1-1x)%2(1 +x)

Bay gid ta di khai trién ham s6 S(z) thanh chudi 11137 thita. Ta ¢6

1 |
vs(x):—i((l—x)Q—%l—x?)'
((1+2$+3x+ )+(1+:c +a:+ )) |

""‘[\'}Ib—‘

+z+ 222 + 223 +3x + 323 +

(1]+1).

Ms

3
il
o

Dat P(z) = co+c1z+co2?+...4+¢nz™, trong do ‘ci €{0;1;2; 3},‘_v’2' =
Ta:c6 o ' -

CP@)=nect+2+ e+ 2 =0

Do d6, s6 da thitc P(z) thod man yéu ciu bai toan bang s6 bo
(co;c1; vy Cm) € {0;1;2;3}mH1 thoa man

Co + 2¢; +2 Cy+ ...+ chm =n.
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Do cz € {0;1;2;3} nén ham sinh ciia s6 céch‘ghon 2ic; 13

i i i 1-— $4‘2i
Ai(z) =1+ 27 + 2% 4 3% = T 7

Goi S, 1a sb da thitc P(z) thod man yéu ciu bai toan. Ta c6, ham sinh
cla day (S,) 1a ‘

S(z) = HAZ(QC) = TR

'Theo“bai trén ta c6 Sn, = [g—] + 1'.‘ :
6. Xét ham ‘sin‘h: ,

Sp(z) = (14 2% + 2% + ) (1 4 2* 4+ 22F+0 4 )
1 1 o
11— k1 — gkl

Ta c6, sp, 1a hé s6 clia gnHl—k trong khai trién chudi luy thia ctia Sy(z).
Suy ra. s 1a hé s clia z" trong khai trién chudi luy thira ctia
‘ T gkl ‘
T; = "7 ) = )
k(x) z Sk‘(m) (1 — :Ek)(l — m’“‘”)

Dit Sy, = 81+ 8g+ ... + 841 thi Sy, 12 he s8 clia 2" trong khai trién chubi
luy thta cua o '

Bling céich téch

gkt 1 ,1‘,1‘)
(1—zF)(1—2+1)  z(l-z) \1—zF 1—gk

ta tinh duge

e ."‘T = %> (= N 1-—1)

-Bay gio chi viéc khai trién T'(z) theo chudi luy thira ta dugc Sp=n+1.



’Chuyéndélf) S
Hinh 16i va dinh 1i Helly

Trong hinh hoc t3 hgp thi hinh 13i 13 mot trong cac ddi tuong quan trong,
dugc nhidu ngudi quan tam, do n6 c6 nhing tinh chat dac bigt. Lién quan dén
hinh 18i ta c6 dinh 1f Helly v6i nhing tng dung diic sic. Trong chuyén dé nay
ching ta sé nghién citu nhitng tng dung dic sic cha dinh 1f nay.

Trong chuong trinh phd thong ching ta da lam quen v6i khai niém ti giac
161, ngil giac 16i....

M rong khai niem d6 ching ta c6 khai niem hinh 15i.

10.1  Hinh 15i

Hinh H goi 13 hinh 13i néu véi moi cip diém A, B thuoc # thi doan thing
AB n3m hoan toan trong H. |

Hinh H goi 13 hinh sao tai diém O € H néu v6i moi diém ‘M thudc H thi
doan thing OM nim hoin toan trong H. Mot hinh 16i thi 13 hinh sao nhung
ngugc lai' khong ding, chéng han hinh ngbi sao. ‘

154
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'Bao 181 ctia hinh # 13 hinh 18i nhé nhat chia # va ki hleu 1a B(H). Chang
han B(M,N) =[MN], B(M,N,P) = [MNP]. .

Dinh Ii 1. Giao ciia mot ho hinh 101, Ahac rong la mot hmh 164, nhung hop
ctia mot ho hinh loi chua chac da la mot hinh 161.

Chitng minh. Xét hai hinh' 16i roi nhau, chang han hai hinh tron n¥m ngoai
" nhau. D& thay hop clia hai hinh tron nay khong phai 13 mot hinh 16i.

Ta ching minh glao khac rong cta ho hinh 16i (#;),7 € I 13 mot hinh 15i.
That vay, dat '
% - ﬂ ’Hz

. iel
" Xét hai diém A, B € H tuy §. Ta co

A Be M Viel.
Do #; 1a hinh 1i nén AB C H;,Vi € I. Suy ra AB C H. Vay # 1a hinh 16i.

Dlnh 1i 2. Bao 16i ctia hinh H Za gzao cua tat cd céc hinh 16 chita H.

Chu'ng minh. Goi B 1a glao ctia tit cd céc hinh 101 chita H. Theo dinh 1i
1 thi B 1a mot hinh 16i. Do B(#) 13 mot trong so cac hinh 15i chita H nen
B € B(#). Nhung do B(#) la hinh 16i nho ’nhat chita H nén B = B(’H) O

Dinh 1f 3. Hinh H la hinh 19i néu va. chi néu B(H) = H.

Chatng minh. Ta luon c6 H C B(H). N éu H 1a hinh 161 thi do B(#) 1a hinh _

16i nho nhét chia H nén B(H) = ?{ Néu B(H) = H thi hién nhien #H la hinh
161. o O
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Dinh 1i 4. Trong mdt phcing cho ho cdc diém Ai, Ay, ..., Ap. Khi do, diém M
. thudc bao 16 ctda ho cdc diém ndi trén khi va chz khi ton tai-cdc 80 thuc duong
O, Qg ..., Oty CO tong bdng 1 sao cho

' ] OM = Ckl.OAl + ...+ O!nOAn
Chitng minh. Dat B, = B(As, ..., An) VA
M = {M:m:al.O_A:+...+an.OAﬁ,ai > O,a‘1—|~...+an=1}.

D& thdy M C B,. Dé chiitng minh M = B, ta chi cin chitng minh M 13 hinh
.16i. Lay hai diém A, B € M tuy ¥, v4i moi dlem M thudc doan thing AB déu
ton tai hai s6 thifc duong a,b c6 tong a+b= 1 sao cho -

0M~ao,4+bo—é Zaaz+bb)(_)7§

=1

A%

i(aaz-*—bbz) = aial'i‘bibz a4 bh= 1
i=1 R p

nén M € M
Vay M 13 hinh 13i.

Dinh 1i Randong Trong E™ cho tap A £ 0. Khi dé, moi diém clia bao 161
B(A) déu la t8 hop 10 clia khong qud n +1 dzem cia A.

- Tacla, M € B(A) & Ay, ..., A1} C A OM > e OA“ trong d6
n
OéiZ‘OVé Zozz:l ) '
=1
Vi du 1. (D& thi vo dich Ba Lan - 1968) Tren mit phing cho n diém, biét
rang 4 diém bat ki trong d6 1a dinh clia mot tit giac 15i. Chung minh ring, n
dlem da cho 1a dinh clia mot n giac 16i. :

Loi gidi. Xét bao 13i ctia n diém da cho B, = B(Aj, As, ..., A,). Néu B, khong
12 mot n gidc thi ton tai mot diém X trong n diém da cho ndm bén trong B,.
Chia da gi4c B,, thanh cic tam gidc khong c6 phan trong chung bdi cac dudng
chéo. Gid st diém X niim bén trong tam gidc A;A4;A;1. Khi d6, bbn diém
Ay, A, Aiyq va X khong phai 12 bon dinh ctia mot ti gidc 10i, trai voi gid thiét.
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Vi du 2. Trén m#t phing cho nim diém, trong dé khong c6 ba diém nao
thing hang. Ching minh ring, trong s6 d6 c6 bén diém 13 bon dinh ctia mot
-tit gic 16i. s "

- Lai gidi. Xét bao 16i B clia céc diém da cho. Néu B la tt giac hay ngi giac
thi ta c6 diéu phai chitng minh. Néu B 13 mot tam gidc, gid st 14 ABC thi hai

diém con lai X, Y phai n¥m trong tam gidc ABC.

A

B C |
Gia st duong thing XY cit hai canh AB, AC. Khi d6 BXYC la mot tit
gidc 16i. ' ' ' '

10.2  Dinh Ii Helly

Nam 1921, Helly da chitng minh mot két qua rit ndi tiéng vA ¢6 nhiéu tng

dung vé sau nay trong todn hoc. D6 1a dinh 1f mang tén ong. |

Dinh 1i 1. Tréen mot duong thing cho n doan thing sao cho hai doan bat ki
déu 6 it nhit mot diém chung. Khi dé, cé n doan thdng da cho cé it nhét mot
diém chung. - : '

Ching minh. Coi dudng thang dé cho 1a mot tryc toa do va mbi diém X ‘
c¢6 toa do tuong tng 1a z. Gia sit cac doan thing dé‘cho la A;B; v6i a; < b;.’
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Goi m = max(a;) va k = min(b;) doan thing A, By chita trong tit ci cdc doan
da cho.

Heé qua. Néu trén mot duong th(fng c6 n doan thc‘fng sao cho hai doan bat ki
déu c6 it nhét mot diém trong chung thi cé thé vé duge mot doan thang nam
trong tat ¢d cac doan da cho. "

Dinh 1i 2. Trong mdt phdng cho n hinh 163, trong d6 8 hinh bit ki déu cd diém
chung. Khi dé, n hinh 107 da cho cd it nhét mot diém chung.

Chaing minh. Ta chimg minh bing quy nap. ‘

Vi n = 4, ki higu cac hinh 13i di cho 1a My, My, M3, My va A; la diém
chung ctia cic hinh trit hinh M, Xét M = B(A1, Az, A3, Ag). Néu M 13 mot
doan thing, ching han doan A; A, thi As thuoc Ay A4 va nhu vay As thudc ca
bén hinh di cho. Néu M 1a mot tam giac, ching han tam giac A; Ay Ag thl Ay
n¥m trong tam giac Ay A;A; va nhu vay Ay thudc ca bén hinh da cho. Néu M
13 mot ti gidc thi giao hai dudng chéo clia ti gidc nay thudc bén hinh da cho.
Vay bén hinh da cho c6 it nhat mot diém chung. . ‘

* (i& sit ménh dén dang dén n. Xét n+1 hinh 16i My, Mo, ..., Ma, M1, Goi
M = M, N M, 1. St dung truong hgp n = 4 ta suy ra ba hinh M;, M, M
'¢6 diém chung. St dung gid thiét quy nap cho n hinh M, Mo, ey My, M
ta c¢6 diéu phai chitng minh. . ‘

Dinh 1i 3. Néu trong khong gian Buclide R" cho trude. mot sé hitu han cdc
hinh 16i ma trong dé mdi bo n-+1 hinh déu cé giao khdc rong thi thi tat cd cac
hinh dd cho cé giao khdc rong. '

Vi du 1. (D& thi vo dich Ba Lan - 1970). Trong mat phing cho n hinh chit
‘nhat ¢6 canh tuong ting song song va hai hinh bat ki déu cé diém trong chung.
Chitng minh réng, c6 thé vé dugc mot hinh chit nhat ndm trong tat cd céc
hinh ch@ nhat da cho. | '

Lo gias. Xét he truc toa do Ozy cb cac truc song song v6i cac canh clia cac
hinh chi nhat. - o

Chiéu céc hinh chit nhat len truc Oz theo phuong Oy, ta dugc n doan
théng ma hai doan bét ki déu c6 diém chung. Theo dinh 1i 1 thin doan thing
nay ciing chita mot doan thing AB. Tuong tu, chiéu cac hinh ch@ nhat lén
truc Oy theo phuong Oz, ta duge n doan thing ciing chia doan thang CD.
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Gid stt A(a; 0), B(b;0),C(0; ¢), D(0, d), trong d6 a < b, < d. Khi d6 hinh
chit nhat c6 cac dinh M(a;c), N(a;d), P(b;d), (b; c) ndm hoan toan trong céc
hinh chit nhat da cho. ' '

-Vidu 2. (Dé thi v6 dich Hungari - 1951). Mat phang bi pht hoan toan bOl
n ntta mit phing (khong ké bién). Chitng minh ring, c6 thé chon ra trong sé -
d6 3 nita mit phang ma van phu kin mit phang da cho.

Loi gidi. Goi A1, Ag, ..., A, 14 cac nita mat phang da cho (khong ké bien) va
B =FE*\ A,. Gia st khong c6 ba tap nao trong sb A;,i=1,2,...,n pha kin_
[E%. Khi d6, ba tap bat ki trong s6 BB; déu c6 giao khéc réng. Theo dmh 1i Helly
“thin tap By, B, ..., B, ¢6 giao khac rong va nhu vay n tap Ai,..., A, khong
pht kin E?, trai véi gia thiét. : '

Vidu 3. Tren chmng tron c6 mot s6 cung ¢6 s6 do nhé hon 180° va ba cung
bat ki trong ching ddu c6 it nhét mot diém.chung. Chung minh ring, tat cd
- cac cung da cho c6 it nhat mot diém chung

Loi gias. ‘Goi V; 1a hinh vien phan ting véi cung thu 7. Do céc cung c6 sd do
nhé hon 180° nén céc hinh vien phan V; 1a céc hinh 16i va khong chita O. Vi
ba cung bat ki'dédu c6 didm chung nén ba hinh vien phan bat ki cling c6 it
nhit mot diém chung. Theo dinh 1f Helly thi tit cd cac hinh vién phan cé it
nhit mot diém chung. Gi4 st diém chung dé 14 M thi glao diém N ctia OM
- véi dudng tron sé thudc tit ci céc cung tron da cho. :

Vi du 4. Trén mat phang cho n diém. Biét ring ba didm bat ki trong ching
déu nim trong mot hinh tron ban kinh R = 1. Chitng minh ring, n diém da
cho déu nim trong mot hinh tron ban klnh R=1. :
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Low giai. Xet tAt ca cac dudng tron ban kinh R = 1 vh c6 tam la cac diém
da cho. D& thay ba dudong tron bit ki trong s6 do ddu c6 it nhit mot diém
chung (ching han 14 tam clia dudng tron chita ba diém 13 tam cla ba dudng
tron dang xét). Theo dinh li Helly thi cdc dudng tron nay co it nhét mot diém
chung O. Duong tron tam O ban kinh R =1 chita toan bo n diém da cho.

'10.3 Bai tap

10.3.1 Bal tap luyén tap

1.

Chitng minh ring v6i moi da giac 101 khong phal 13 hmh binh hanh, ta

ludn c6 thé chon ra ba canh ma cac dudng thng chita ching cit nhau

tao thanh mot tam giac bao da gidc da cho.

. Trong mot hinh n—gidc 161 (n > 3) nguoi ta vé cac duong chéo khong

cit nhau & trong n—giac sao cho cac dudng chéo nay chia n—giac thanh
c4c hinh tam gide. Chiing minh réng '

~a) S6 hinh tam gisc khong phu thudc vao cich chia. - ‘
b) S6 duding chéo phai ding ciing khong phu thudc vao czich chia.

Cho n 1a sé nguyén duong, n > 4. Ching minh ring ta cb the ghep n

tam giac bing nhau thanh mot hinh luc gidc 101

Cho da giac16i A A,.. A7 Ngudi ta ké tit ca cac dUOng chéo cia da giac
nay, cac dudng chéo chia da gidc da cho thanh céc da giac 16i nho hon.
Héi so canh nhleu nhit clia mot da gidc nho 14 bao nhieu? '

. Trén mit phing cho n doan thng song song sao cho hai doan bat ki c6

mot duong. thang cit v vuong goc voi ca hai doan thing do6 (n > 3).
Chung minh ring c6 mot dudng thang cit va vuong goc v6i ca n doan
thing da cho.

Trén mat phang cho n hinh binh hanh c¢6 cc canh song song v6i hai
dudng thing cit nhau cho truse (n > 3). Biét riing, hai hinh binh hanh
bét ki trong s6 n hinh binh hanh da cho déu c6 diém chung. Ching minh
rang ca n hinh blnh hanh da cho c6 diém chung. . ‘

Chitng minh rang, moi da giac 15i dlen tich bing 1 luon co the dit trong
mot hinh binh hanh cé dién tich bing 2
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10.

11.

12.

13,

. Trong hinh vudng canh 1 vé mot luc gidc deu c6 dién tlch S Tim gié tri

16n nhat cia S.

(Dé thi vo dich Hunggari - 1962). Chitng minh ring, khong thé chon qua
n dudng chéo trong mot n gisc 16i sao cho hai doan bat ki trong ch(mg
déu c6 diém chung.

(Dinh If Min‘copxki) Trong mit phing toa do cho hinh 161 # ¢6 dién tich
S > 4 v nhan O(0,0) lam tam déi xung Ching minh rang, ngoai diém
O, hinh H con chita it nhat mot diém nguyén khéc. -

Trén mat phang cho da giac 161 7—[ Ben trong 7—[ ta vé n hinh tron doi
mot khong cit nhau. Chiing minh riing, c6 thé chia da gidc da cho thanh
cac da gidc 16i nhd hon sao cho trong mbi da gidc dé Chua dung mot hinh
tron trong s6 n hinh tron da VE. ‘ ‘

Trén mat phang cho n hinh tron (n > 3). Biét riing v6i ba hinh tron bat
ki trong s6 n hinh tron da cho déu tdn tai mot hinh tron ban kinh 7 cho

- trude cit ca ba hinh tron d6. Ching minh ring ton tai hinh tron (C)

bén kinh r cit tt ca n hinh tron da cho.

Trong mat phang cho n diém A, A,...A, trong d6 khoang cach gitta hai
diém bat ki déu nhé hon ho#ic bing 2 Chitng minh ring cac diém da cho

2V/3 .

nam trong mot dudng tron ban kinh R = 5

10.3.2 Bai tap tu giai

1.

Cho hai hinh 181 H; vh Hy ¢6 tam.d6i xitng. Chiing minh ring; néu c6
thé dung H, dé phtt H, thi c6 thé ding #H; dé phu 7—{2 sao cho tam déi

xting cta ching trung nhau.

Chtng minh ring tu 9 diém da cho trong mit phang, trong do6 khong co

3 diém nao thing hang, ta luon chon duge 5 diém la dinh ciia mot ngd

giac 16i.

- (Dé thi vo dich'HungariA— 1967). Mot da giac 161 duge chia thanh céc

tam gidc bang cac dudng chéo khong cit nhau. M&i dinh cta da gidc 1a
dinh ctia mot s6 1é cac tam giac da dung. Chiing minh ring, s canh cta
da giac chia hét cho 3.

11A- CBToantohop
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10.

11.

12.

13.

14

Trén mit phing cho n dudng. thﬁng (n > 3), trong s6 d6 khong c6 hai
dudng ndo song song vd khong c6 ba dudng nao dong quy. Chitng minh
riing, trong s6 cac phan ctia mit phing chia ra bdi cic dudng thing néi

trén c6 khong it hon -g(n —1) tam giéc.

(D& thi vo dich Ba Lan - 1967). Ching minh ring, néu mot da gidc c6
s6 1é canh, noi tiép trong mot dudong tron va tat cd cdc goc bang nhau
thi no 14 mot da gidc déu.

Chitng minh ring, moi n giac 16i (n > 6) déu co thé cit ra thanh cac
ngii gic 161.

Chitng minh riing khong thé ghép cac hinh tam gidc déu doi mot khac
nhau lai dé duge mot hinh da giac 13i.

(D& thi vo dich toan lien bang X6 Viét - 1975). Trén mat phing cho n da
gidc (khong nhat thiét phai 16i) sao cho hai da gidc bat ki déu c6 diém
chung. Chiing minh ring, c6 mot dudng thing cit tat cd cac da giac ay.

Cho mot sb hitu han cac doan thing song song sao cho ba doan bét ki
déu c6 mot dudng thing cit ching. Ching minh ring, c6 mot dudng
thang cit tit cd cac doan thing nay.

Tren mat phing cho n doan thing vh mot diém O khong thuoc ching.
Biét riing, v6i hai doan bat ki ta luon ké dugec mot dudng thang qua O
va cit chang. Ching minh ring, ta luén ké dugc mot dudng thang qua
O va cit tit ca cac doan thing da cho.

Trong mot budi sang hai ngudi bat ki dén thu vien déu gap mat nhau.
Ching minh ring, ton tai mot thoi diém md trong thu vién c6 mat tat

c& nhimg ngudi dén thu vien vao sang hom dé.

Trén mit phing cho mot sé hitu han diém. Ching minh ring, trong so

.d6 ludn chon dugc mot diém sao cho gin véi né nhit c6 khong qua 3

diém trong sé da cho.

Chittng minh ring, moi da giac 16i dien tich biing 1 ludn c6 thé dat trong
mot hinh chit nhat c¢6 dién tich bang 2.

Chiing minh rang, moi da gidc 16i dién tich bing 1 hion c6 thé dat trong
mot tam gidc c¢6 dién tich bang 2.
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15.

16.

17.

18.
~ trén mot dudng thing. Chitng minh ring, ton tai mot dudng tron di qua

19.

20.

Cho da giac 16i H c6 dien tich S va chu vi P. Chitng minh ring ta c6

) S .
thé vé dugc mot duong tron ban kinh R = 2 nam hoan toan trong H.

Ben trong 2n gidc 16i 1ay mot diém P. Qua mdi dinh ctia da giéc va diém

- P ta ké mot dudng thing. Chiing minh ring, ludn tim duge mot canh -

cia da giac khong c6 diém trong chung véi cac duong thing vira ké.

Trén mét phing cho n > 4 diém, trong d6 khong c¢6 ba diém nao thing
hang. Chiing minh réng, néu méi bo ba diém trong s6 dé luon tim duge
diém thit tu trong s da cho ciing véi ba diém d6 tao thanh mot hinh
binh hanh thi n = 4. |

Trén mat phang cho n > 3 diém, déng thoi khong phai tit cd déu nim
3 trong s6 céc diém da cho vao khong chita diém nao trong sb con lai.

Trén mit phiing cho 2n+ 3 didm, trong sé d6 khong c6 3 didm nao thing
hang va khong c6 4 diém nao cing ndm trén mot dudng tron. Ching
minh ring, tit cAc diém d6 c6 thé chon ra 3 diém sao cho c6 ding n diém
trong s6 con lai nim trong dudng tron di qua 3 diém da chon con n diém
kia thi nim ngoai. ’

(Dinh li Young.) Cho X 1a hinh 16i trong khong gian va c6 dudng kinh
khong vuot qua 2. Chitng minh ring, X ndm tron trong mot hinh cau
V6

ban kinh R = 5

10.4 Huéng din giai bai tap

1.

Trudce tién ta xét mot sd trudng hop dic biét:

| Trliéng hop 1. Da gidc da cho 1 ti giac 161 ABCD.




164

Chuyen dé 10. Hinh 16i va dinh If Helly

Do ABCD khong 1 hinh binh hanh nén c¢6 hai canh ddi khong song
song, gid st 13 AB vi CD. Goi S la giao diém cta AB vd CD. Gia su
dugc B nim gita S va A. Khi d6 tam giac SAD chita toan bo tit gidc
ABCD.

Trudng hop 2. Da giac da cho 1a ngii gidc ABCDE.

D~ — S
Xét canh C'D. Mot trong hai canh dudng thing chita hai canh AB, AE
phai cit duong thing CD. Gid st AB cdt CD tai S. Khi do, tit gidc -
SAED chia ngi giac da cho. Néu tit gidc SAED khong la hinh binh
hanh thi ta dua vé trudng hop 1. Néu tit gidc SAED la hinh binh hanh

~thi duong thing chita canh BC' cét cac dudng thang chia cac canh EA,

ED tao thanh tam gidc FPQ) chita ngii gidc da cho:
P
A B g

‘ b D Q@
Bay git xét da gidc A;A,...A, v6i n > 6. Xét canh A;A,. Khi d6, mot
trong cic dudng thing chita céc canh con lai phai cdt A1 A, va ta dua
bai to4dn vé trudng hop sb canh nhé hon n. Cit tiép tuc lam nhu vay ta
dua v& hai truong hop dic biet da xét & trén.

a) Gi4 st s6 hinh tam glac 13 s. Vi khong c6 hai duong chéo nao cit
nhau & trong n—gidc nén tong cac goc cua cac tam giac bing tong cac
goc clia n—giac.
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Do dé ta co o o
‘ k.180° = (n — 2)180°

hay k =n — 2.

b) Gié sit ta phai dung p dudng chéo. Ta di dém s canh cla cac tam‘,

- gidc bang hai céch khéc nhau: Do ¢6 n.— 2 tam giac nén c6 3(n 2) canh

(k& ca ldp). Méi canh clia tam gidc la dudng chéo clia n—giac du’oc tinh

“hai 1an, méi canh cia tam gidc 1 canh cla n— glac dugc tmh mot lan.

Do d6 ta c6 , o '
' 3(n——_2):2p+n

‘ -hayp—n—3 o

3. Xét tam glac can T v6i goc 6] dmh A du nhé:
A
B¢

Ta théy, ¢t hai tam giac T ta c6 thé ghép thanh mot hinh binh hanh va
ba tam gidc T thi c6 thé ghep dugc thanh mot hinh thang

N A

Do do néu n chin thi cé thé ghép n — 2 tam giac thanh mot hinh binh
hanh va, ghep thém hai tam glac nita nhu hinh vé duéi day de du’dc mot

BB

: Neu nld thi c6 the ghep n— 2 tam glac thanh mot hlnh thang va, ghep' '
them hai tam giac nua nhu hinh vé du01 day. dé dugc mot luc g1ac 15i: »

12A- CBToantohop -
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D>

4. Xét da gidc nhé T. Vi T la da gisc 16i nén c6 khong qua hai canh cia
T ndm trén cic dudng chéo'ciing xudt phat tit mot dinh cla da gisc da
~ cho. Nhu vay, qua mi dinh cta da gidc da cho c6 khong qua hai canh
ctia T. Qua 7 dinh ctia da giac da cho c6 khong qui 7.2 = 14 canh cla
T. Trong s6 14 canh n3y, mdi canh dudc tinh hai 1an nén s6 canh ctia T'
khong qua 7. SR ‘ '

Bay gio ta chi ra mot da giac 161 A1 A,...A; ma da gisc da gisdc nho nhan
dugc ¢6 7 canh, ching han da gidc déu nhu hinh vé dusi day:

5. Xét dudng théng A song song véi n doan thing da cho.

d

A

Chiéu theo phuong vudng géc véi A'len A ta duge n doan thing trén A

ma hai doan bét ki déu c¢6 diém chung. Theo dinh 1i 1 thi n doan thing
- nay c6 diém chung A. Dudng thing d vudng géc v6i A tai A cit tit cd

n-doan thing da cho. ‘ : - : ’

-12B- CbToantohop
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6. Chon hé toa do Afin Oxy ¢6 cac truc song song v6i hai dudng thang da
cho. Chiéu theo phuong Oy lén tryc Ox, mbi hinh binh hanh bién thanh
mot doan thang Ta c6 n doan thang, hai doan bat ki c6 diém chung -
nén n doan thng néi trén c6 didm chung A(a 0). Tucng ty, chiéu theo

~ phuong Ox lén Oy, ta nhan dugc n doan thing c6 diém chung B(0; b)

Dé thay diém M(a b) thuoc tAt cA n hinh binh hanh da cho. .

Y4

BF1--|-M

T

|

| P
@) A T

7. Xét da gidc 16i M c6 dien tich bing 1. Ta vé hinh binh hanh ABCD
chita M sao cho méi canh ciia hinh binh hanh ABCD di qua it nhét
.mot dinh ciia M nhu sau: ‘

B

DAu tien, chon liy mot canh PQ clia M (tuy ¥) va vé dudng thing d; di
qua P, Q. Tiép theo, chon dinh R n&m céch xa d; nhéat, vé duang thing
dy qua R va song song v6i di. N6i P véi R. Veé hai nita- mit phéng bo
1a dudng thing PR, chon hai dinh X v& Y (néu c6) cich xa PR nht.
Qua X,Y vé cac dudng thing ds, ds song song v6i PR. Bén duong thang
dy, dg, dg, d4 cit nhau tao thanh hinh binh hanh ABCD Ta c6:

S(ABCD) = S(APRD) + S(PRCB)
= 25(XPR) +25(Y PR)
<2S(M) < 2.
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Chuyeén dé 10.; Hinh 151" va dinh Ii Helly

8. Truéc tien ta chlmg minh ring, nhd phép tinh tién ta co the dua, luc

- glac dé eho v&mot luc gidc maoicé tam trung voi tam cla hinh vudng va
 van ndm trong hinh vudng da cho. That vay, goi O va O' tuong ting 1a

' tam cla hinh vudng va clia luc gidc. Xét phiép tinh tién theo vecto O’

Lay diém M by y ndm bén trong luc gidc (ké cé bien). Do tinh chat ddi
xting ta suy ra diém N déi xting v6i M qua O’ ciing thudc luc'gise va do
d6 thuoc hinh vuong. Goi P 13 diém d6i xting ctia N qua O thi P thudc

hinh vudng. Qua phép tinh tién T diém M bién thanh trung diém E

, 00
cia M P thudc hinh vudng.

Vay phép tinh tién TO,———O> bién luc gidc da cho thanh mot luc glac c6 tam

O va n3m trong hinh Vuong da cho.

Tré lai bai toén, ta chi can xét luc gidc déu.co tam trung véi tam O clia
hinh vuodng. Ch1a hinh vudng thanh bén phén biing nhau bdi céc dudng
théng qua tam v& song song véi cac canh. Khi d6, tdn tai mot phan chita
hai dinh cta luc giac. Gid st hai dinh A, B cla luc gidc roi vao hinh

‘vudng nhé OXY Z. Gid stt OA cit XY tai C vh OB cit Y Z tai D.

v A o

B

N

N-‘b“_
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: DatXOA—atacov

S(OAB) _loa<

1 2 2
- D
3 <7 ‘(OC 0 ) |

'v—lmm(l" 1 ) :
o160 ‘.COSQOZLCOS'VZ(?)O )/

. Vimot trong hai g géc o va 300 -« khong vuct qué 150 nén S(OAB) max
' kh1 a = 15O

-10.

. Gla su chon duac m ducng cheo thoa mén. Ta quy udc dinh X cia n

giac da cho goi 1a ¢6 bac k néu qua, Xcok duong cheo trong s m dudng

‘tren ‘Goi a; 13 so dmh bac z ta 6

[}

a1»+ (12 —|7 ..._+’an‘ :',‘n ’

Suyra a1+a2+ +an<n

Xét mot dinh A bac k- (k > 2) tiy ¥. Gla st céc du‘dng chéo dugc néi véi -
Ala AAy, AA,, ..., AAL v AA;, AA; 1A hal duong chéo ngoai cing. Khi
dé, moi dUOng chéo di qua 4; v6i 1 < i < k hoic khong cit AA; hodc

| khong cit, AAy nén A; c6 bac 1 v6i moi 1 < i < k. Nhu vay, mdi dinh
‘bac k véi lc > 2 duogc ndi véi it nhat k — 2 dlnh bac 1. Suy ra, '

a >a3+2a4+3a5+ +(n——2)
Mait khac,

2m:a1+2a2+3a3—|—...+nan' ) _
C=ay+ 2(ay +as + ... + ay) + (a3 + 2a4 + ... + (n — 2)an)
<2(a4ag+ ... +a,) < 20 L

Suy ra m < n.
Xét tit ca cac dnh H;,7 € I chia H qua cac phép tinh tién véi vecto tinh

tién'c6 cac toa-do chin. Ta ching minh trong s6 d6 c6 hai hinh giao nhau
khéc réng. That vay, gid sit cac H; doi mot giao nhau bang rong. Bao H

- bdi hinh tron bén kinh. R (R nguyén). V6i méi n, Vtrong hinh vudng tam.

‘O canh a = 2(n + R) c6 it nhat (n + i) hmh M. Suy ra

(rn+1) S<4(n—|—R)
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12.

Chuyén dé 10. Hinh Ibi va dinh If Helly

Vi § > 4 nén bﬁt'déng thitc trén khong thé ding véi moi n. Vay phai
¢6 hai hinh H; ndo d6 c6 giao khac rbng. Gid sit H; vd H, c6 chung
diém A. Goi 0,0, la tam déi xtng cta Hq,Hs vd M 1a trung diém
cla 010,. Goi B 1a diém déi xting cia A qua M. Ta c6.B = Sy(A) va
Sp(H1) = Hynén B € HiNHy. Suyra, M € HiNHye. Vi M c6 toa do
nguyen nén anh nguge ciia diém M trong phép tinh tién theo vecto 001
13 diém N c6 toa do nguyen va thudc H.

Nhéan xét: tir ching minh trén ta con 6 diém N' 13 4nh ngufoc clia diém
M trong phép tinh tién theo vectd 002 cling thuoc H va cb toa do

- nguyén.

11.

Gia sit Cy, Cs, ...,c,, la n hinh tron da vé. Ta biét ring _tap th"
X ={X:X/(C;) > X/(C))}
12 mot nita mat phéng chita S;, by 13 truc ddng phUGng cua (C;) va (Cy).

Suy ra cac da glac D; xac dinh boi

Di={XeH X/(C )>X/( )Vj?f%}

thoa man yeu cau bai toan.

Gia st n hinh tron da cho la (C’l) (Cy), ..., (Cp) v gid sit (C;) c6 tam la

'O; va ban kinh 1& ;. Khi d6, dé hinh tron (C) ban kinh r ¢t hinh tron

(C;) thi tam ctia (C) phai n¥m trong hinh tron (S;) ¢6 tam O; va ban
kfl’lh Ri:'l"'}-n. - ‘

(Sa)

Xét 3 hinh tron (Sy,), (S,), (S,) trong s6 n hinh tron (S;),i = 1;n. Do
v6i ba hinh tron (Cp), (Cp), (C ) ton tai mot hinh tron ban kinh r cdt

~-cd ba hinh tron d6 nén tam cta hinh tron nay thuoc cd ba hinh tron

(Sm), (Sp), (S,). Didu d6 c6 ngh1a 14 ba hinh tron bat ki trong s6 n hinh
tron (S;), ¢ = 1;n déu c¢6 diém chung. Theo dinh 1i Helly thi n hinh tron

(8),i = T;n c6 diém chung O. Hinh tron (C) c6 tam O, ban kinh r thod

- mén yéu ciu bal toan.
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13. Truéc tién,l ta di nghién ciu mot sé trudng hop dsc bist ctia-n. Trudng
hop n = 1 vA trudng hop n = 2 13 hién nhién. Xét trudng hop n = 3:

Trong ba diém da cho ta chon hai diém c6 khoéng cach 161 nhat. Gia st
hai diém d6 13 A; vA A,. LAy A; v Ay 1am tam vé hai dudng tron ban -
kinh R = A, A,. Goi A, B la giao diém clia hai duong tron vita vé. Khi
d6 Az ndm trong dudng tron ngoai tiép tam gidc AA;Ap hodc nam trong

- dudng tron ngoai tiép tam gidec BA; A,. C4 hai tam gidc ndy déu la tam
giac déu co canh A1Ay; < 2nén béan kinh duong tron ngoai tiép

Bay gio xét n > 3 bat ki: Lay A; lam tam, vé dudng tron (Cy) ban kinh
R = g—\/——— Xét ba duang tron ( p) ( q) (C ) b4t ki trong s6 n dudng

: ’ . e 2 .
“tron vita vé. Do Ay, Ag, Ay ndm trong dUOng tron ban kinh R = 3 nén

tam clia dudng tron niy nim trong ca 'ba duong tron (Cp), (Oq)‘, (C,).
. Nhu vay, ba dudng tron bit ki trong s6 n dudng tron (C; ),i=1;ndéucod
diém chung. Theo dinh 1i Helly thi n dudng tron trén co diém chung 0.

21/3 A,

Dudng tron tam O, ban kinh R = e chita toan bo n diém A, A, ..,
da cho .
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9.

Bai tap tféng‘ ho’p

s

. Xét tap X = {1; 2 ... 10} Tap con A cla X goi la c6 tinh chat T néu
.véi moi z yEAtaco:v+y75 11. H01

a) S6 phan tu’ 16n nhat ctia tap con A clia X c6 tinh chét T 1a bao nhigu?
b) Co bao nhiégu tap con A ctia X ¢6 tinh chit T.
. Xét tap hop X = :{1 2;3;. 2009} H01 c6 bao nhleu cach chia tap X

thanh 3 tap khac rong sao cho trong moi tap déu khong c6 hai phan tu
lién tiép nao? , ‘ : :

'Chl’mg minh ring, véi moi n nguyén duong luon tdn tai s6 A ¢6 n chit

s6, chia hét cho 2" vi trong biéu di&n thap phan cta A khong c6 chu sb
'0 nao.

. Cho day cac sé'dl,az,../ Qgg € {071 2,. 9} théa man: néu a, = 1 thi
an+1 # 2 va néu d, = 3 thi a,4; # 4 v6i moin = 8 Chitng mlnh

ring, ton tai k # m sao cho ay = ay, VA Q= am+1.

Xét tap ‘tét.éé:cé‘c bo sd. w = (ao, a1, ..., a,) (n > 1) trong d6

; v"‘a;e' {0;1},Vi = 0, n. Hy chi ra mot cach sip 2"+ b6 tren theo thtt tu

=)

Wp — Wy —>.-.. ‘—-—>'w2n+1
'sa,o cho md&i bd w;; chi khac w; ding mot toa do.

. Tap hop A C R goi la c6 tinh chést T néu A c6 khong it hon 4 phan i
VA v6i moi a, b, ¢, d phan biet thuoc A ta ¢6 ab + cd € A. :
a) Hay chi ra mot tap A gdm 4 phan Atu va c6 tinh chéat 7.

b) Héi ¢6 hay khong tap A C (0; +00) gdm 4 phén t va c6 tinh chat 177
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7. V6i mbi sé nguyén duong n, ki hieu S (n) lasb day nguyén

10.
11.

- cho hai 6 bat ki c6 chung mot canh thi hai sé trong hai 6 d6 hon kém

12.

ny>ng>...>ng >0 .

sao cho 2”1 + 2% |+ 2™k =,
Chlmg minh ring 5(2”) > o |

Cho da giac 1o 12 canh A A2 Asgge. V6i mbi didm X ta ki higu

Héi c6 hay khong hai diém P, Q nim trong da giac da cho sao cho -

PQ=1va'

(P) - S(Q)| = 2007.

Trén mit phang cho 2009 dlem trong do khong c6 ba dlem nao thang.
hang va tong do dai cdc doan . thang ndi hai diém bat ki trong sb cac
diém da cho bang 2008. Chufng minh ring '

) Ton tal mot duong gap khic km ndi 2009 dlem da cho va c6 do dai
khong vugt qué 2. : '

- b) Tdn tai mot dudng tron cé dUOng kmh bang 1 va chita toan bo 2009

diém da cho

Cho m,n > 5. Chitng minh ring, ta c6 thé viét trong moi 6 clia bang

m x n mot sb chinh phuong sao cho céac sb trong bang doi mot khac

nhau va téng cic sb trong mdi hang va trong m01 cot deu la mot s6
chinh phucmg : '

Trong cic 6 clia bang 0 vudng n X n,n € N* ta v1et mot sb nguyen sao

nhau khong qua mot don vi. Ching mlnh rang, () 1t nhat mot so xuét

"hlen trong bang khong it hon n lan

i

Cho céc sb ar, ag, .. 62002, 51, bz, e b2003 va cac SO duong P1,p27- ., D2002;

a; + b
, +g;
Chitng minh ring, ton ta1 mot sb trong bang sao cho sb nay khong nho
hon bat ki s6 nao ding cing hang véi né va khong 16n hon bét ki s6 nado
dtmg cung cot véi no. : ST :

q1, Q2, ---, G2003- LAD bang 2002 x 2003, trong mbi o (i, j) ta d&t s6- o
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13.

14.

15.

Trong mot sb 6 ctia bang n x m, m >n ta dat mot dau (%) sao cho trong
mdi cot ¢6 it nhAt mot ddu (). Chitng minh réing, c6 mot dau (x) mé sb
du (*) trong dong chita n6 nhidu hon s6 ddu () trong cot chita né.

Xét- béng 0 vudng n x n. Trong 6 giao clia hang tht ¢ va cot thit j ta
viét sb Gij = @y + b; sao cho tich cac sb trong cic cot bing nhau Chlmg
minh réing tich cac sb trong cac hang cling bang nhau.

Cho n > 1. Xét bang n x n, mbi 6 ctia bang ta viét mot s6 thuc sao cho
khi chon ra n s6 bat ki z1, 2o, ..., z, ma khong c6 hai s6 ndo thudc cung
modt hang va hai s6 nao thuodc cing mot cot thi tdng z; + Ty + o+ Tn

- khong ddi. Tt méi hang ta 14y ra sé 16n nhét. Goi m 13 sb nho nhat

16.

17.

18.

trong cac sb d6. Tit m&i cot ta lay ra s6 nhé nhit. G01 M 13 s6'16n nhét
trong cac s6 d6. Ching minh ring M = m.

Xét goc phan tu thit nhét ctia hé truc toa do (ké ci bien). Mot con chau
chéu nhdy trong géc d6 theo nguyen téc sau: Tt diém M (z;y) n6 c6 thé-
nhdy dén diém N(z — 5;y + 7) hotic P(z + 1; — 1) néu N, P vin con &'
trong g6c phan tu thit nhat. Hay x4c dinh viihg gidi han diém ban dau
M (z0; yo) sao cho con chau chau khong thé nhay xa cach gbe toa do mot
khoang Idn hon 1000. Hay vé mién nay va tinh dién tlch cia no.

Xét ban ¢d n x n, v6i n 14 s6 nguyén duong, n > 3. Hoéi con ma mu()n di
tt mot 6 gbc t6i 6 goc d6i dien thi cdn it nhat bao nhieu bude?

Hai ngudi luon phién viét céc s6 0 hodic 1 vio cac 6 ciia bang 1993 x 1994,

- Gid st Ay, va B, tuong ing la gia tr1 16n nhét cua téng cac sb thudc cling,

19.

20.
- tay ban ndo c6 s6 n thi ban d6 chuyén'cho.ban con lai sé n' bing tong

- mot.hang va gia tri 16n nhéat cla tong cac so thuoc cung mot cot. Nguoi

thit nhat thang néu A, > B,. Ho1 ai ¢6 chién luoc thing?

Hai ngum choi mot tro choi nhu sau: Trén bang cho trude mot s6 nguyeén
dlIOng nyg > 2. Ngu01 thtt nhat dugce phep viét len bang sb n1 sao cho
ng <'my < nl, ngum thu hal duoc phep v1et len bang s6 Ny a0 cho ti sb

n
—T—Ll co dang p®, trong dé p la s6 nguyén to va s € N*. Sau d6 thay gia
$Thp

tri cta ng bdi ny va tro choi lai tiép tuc. Nguoi thit nhit sé thing néu

" vidt duge s6 2001 va ngudi thit hai sé thing néu vidt duoc sb 1. Gia thiét
- réng hai ngudi choi rat gioi, héi ai 1a ngudi chién thing?

Hai ban A va B choi tro chei sau véi cdc sd nguyén duong: Néu trong

cta-n véi mot ude thuc su clia n. Ban nao chuyén dugce sé n > 2006 vao



Bai tap téng hop ! ‘ | 175

921.

22.

23,

24.

tay daéi phufdng thi thang cuoc. Gia st hai ban déu rat thong minh va

ban dau ta trao vho tay Asba=2,hoi ban' nao se thang‘7

Tren mét phang cho 2n d1em Hai ngu’.cn luon phlen danh déu cac diém
nay. Nguoi thing cudc 1a ngudi cé téng tat ca cac khodng cach gitta cac
didm minh ddnh d4u l6n hon. Gia thiét ring cic tong noi trén phan blet

~ hoi ai la ngudi c6 chién lugc thang?

Tren bang cho day $6 1;2;3;. 2008 Hai ngucn lan luot dst truée mdi

- s6 mot ddu (+) hodc (— ) néu sé dé6 chua duge dit dau (so duge dat dau
- dugc chon tuy ¥). Muc tiéu cta ngudi thit nhét 13 két qua nhan duoe ¢6

gi4 tri tuyét d6i nhé nhit. Muc tiéu cla ngudi thit hai la két qua nhan

~dudc 6 gid tri tuyet d6i 16n nhit. Véi cach choi T, ki hieu S(T) la gié

tri tuyét déi clia tong nhan duge. Ching minh r;\?mg tdn tai-cach choi Ty
580 cho
a) Nguoi thit nhét c6 ch1en luge ch01 de S(T

) < S(Tv).
a) Ngudi thi hai ¢6 chién lu'dc choi dé S (T) > S(Ti

0)-

A‘Cho n 1a sb nguyen duang 18. Cho phep dat vao m01 0 cua bang nxn

khong qua mot vién da. Tim so nho nhét cac vien da ma ta phal dat sao

*cho v6i mbdi 6 trong, tong s0 v1en da trong hang Vi trong cot chua né

khong nho hon n.

Trén mit phang cho 21 dlem phan bigt Ay, AQ, . Am,‘ mbi diém dugc t6

~bdéi mot trong ba mau: xanh dé, vang Biét rang, mdi mau cd- khong it
-hdn 6 diém dugc to. ‘

a) Tim s6 16n nhét cac cip diém ciing mau.

- b) Ching mmh rang tdn tai ba dlem khac mau Am,A VA A, sao cho

95,

26.

~n+p

‘Cho n la s nguyen duong Xet tap Sb = {1 2 3 ,n} Hay xéé dinh

s6 tap con T cua S sao cho khong cb hal phan tit a,b nao. cia T mi
la = b] € {1; n} :

Trén mit phang 6 6 ngum A, B, C X Y, Z chuyén dong thang deu Vi

van téc khong ddi. Biét: A gap C va Y cling mot lic; B gap A va Z ciing
mot lic; C gip B va X cung mot lac; A gap X & gitta (trung diém) doan
duong ma A gip B va C; B gip Y & gitta doan dudng ma B gép C va
A; C gip Z & gitta doan duong ma C gip A va B. Chung mmh rang,.

B X, Y, Z gap nhau cung mot lac.
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- 27,

. Bai tap ‘f;()qng hop

C6 5 tau di trén:bién, chuyén dong thing déu va chuyén dong véi van

- t6c khac nhau. Trdi mua béo, cac con tau mét lien lac. Tau 5 nhan dugc

tin hiéu tit dai chi huy trén dit lién réing 4 tau kia déu gip nan, moi
tau va cham véi tau khéc 3 1n. Gia st sau khi va cham céc con tau vin

’ chuyen dong nhu cii. Biét tau 5 da va phai-hai thu khéc. Chung minh

* ring, tau 5 con va cham véi it nhat mot tau nita.

28.

29.

Trong mot cudc thi hoa hau, mdi giam khao duge dé nghl 10 thi sinh vao

vong chung két. Mot nhém thi sinh dugc goi 13 chip nhan dugc dbi véi

giam khao A néu trong nhém d6 ¢6 it nhat mot thi sinh ma gidm khao
A da dé nghi. Biét ring, v6i 6 gidm khao bit ki déu ton tai mot nhém -
gdm ding 2 thi sinh 13 nhém chip nhan dugc d6i véicd 6 giam khao d6.
Ching minh ring,; tn tai mot nhém gdm 10 thi sinh 13 nhém chap nhan

dugc d6i v6i moi thanh vien clia ban gidm khao

Trong mot nuée c6 n thanh phd, cac thanh pho co thé di den nhau mot
céch tuy y. Biét rang mdi chuyén di gifta cac thanh phé déu c6 mot gia

-~ tién cu thé (cho mbi tuyén dudng). Ngudi ta lap ra hai hanh trinh di qua

~ chc thanh ph6, trong mdi hanh trinh mdi thanh phé duge di qua ding

30.

mot lan Khi lap hanh trinh thit nhéat ta di theo quy tac d1em xuét phat
dugc chon tuy ¥, & moi bdec tiép theo, trong cac thanh phb chua di qua
ta chon thanh phé ma gia tidn di dén d6 (tit thanh phé trude d6) la ré
nhit (néu c6 nhiéu thi ta chon mot thanh phd bt ki). Trong hanh trinh
thit hai, 6 mdi budc tiép theo, trong cic thanh phé chua di qua ta chon
thanh phé ma gi4 tién di dén d6 1a d4t nhat. Ching minh ring, tng gia
tién clia toan bo hanh trinh tht nhét khong nhidu hon tong gié tién cla
toan bo hanh trinh thi hai.

Trén mit phing toa do cho mot hinh vuéng vdi cac canh la cac. duéngz
luéi. Chia hinh vudng d6 thanh 64 phan bang nhau bdi cic duong thing

song song vdi cac truc. toa do. Chlmg minh trong 64 hinh vudéng con nhan

~dugc ¢6 it nhit mot hinh vuong sao cho trong hinh vuong nay ‘khong c6

mot diém M(z,y) ndo ma cic toa do clia n6 thoa man:

:c—at3+bt2+ct+d y:At3+Bt2+Ct+D' |

trong do a, b c,d; A, B C D 13 cac sb thUC cho trude VatGR
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