GV: Nguyén Thai Vi

KI HIEU LEGENDRE
THANG DU TOAN PHUONG VA BO PE GAUSS

1.1 Dinh nghia

Vé6i m 12 s6 nguy@n 16n hon 1, s6 nguy@n a nguyén té cling nhau véi m dugc goi 1a
mot thing du toan phuong modulo m néu phuong trinh dong du x* =a(modm) c6
nghiém.
Nhdn xeét:
- Néu a la mot thang du toan phuong modulo m, b= a(mod m) thi hién nhién
b cling 1a mét thang du toan phuong modulo m.
- Véi (a,m)=1, hién nhién nghiém ctia phuong trinh X* = a(modm) ciing
nguyén t6 cing nhau véi m, do d6 bang viéc binh phuong céc thing du trong
hé thing du thu gon modulo m ta s& tim dugc tat ca cac thing du toan

phuong modulo m. Khi xét modulo p nguyén té 1¢, ta c6 thé kiém tra binh
phuong cua cac phan ti trong tap {1,2,3,...,p—1} hogc don gian hon la

{il, i2,i3,...,ip7_1} (cting 1a mot hé thang du thu gon modulo p). Tap hop

cac binh phuong cua hé nay gom co pT—l phan tir 461 mot khong dong du
modulo p. Tt do ta ¢6 ngay dinh ly sau.

1.2 Binh ly

Véi mdi s6 nguyén té 1é p, sé thang du toan phuong va sb bat thing du toan

phuong modulo p cung la T_l

1.3 Pinh nghia (Ki hi¢u Legendre)
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V6i mi s6 nguyén té 1¢ p, sé nguyén a théa mén (a, p)=1, ki hiéu Legendre (3]
p

c6 gia tri bang 1 néu a la mot thiang du toan phwong modulo p, ¢é gia tri bang -1
néu a 1a mot bat thang du toan phuong modulo p.

Viéc str dung ki hiéu Legendre gitp ta dwa nhitng méi quan hé dinh tinh vé tro
thanh dinh luong, thuan tién hon cho cac danh gia, tinh toan va dan dén nhiéu tinh
chét dep. Trudc tién, ta xem lai tiéu chuan Euler quen thudc:

"Véi p la mgt s6 nguyén t lé, (a, p)=1 khi d6 a* ' =1(mod p) néu phwong
trinh x* =a(mod p) c6 nghiém, a'** =—1(mod p) néu phuwong trinh

x* =a(mod p) v6 nghiém "

Str dung ki hiéu Legendre, ta c6 mot phat biéu tuong duong.

1.4 Tiéu chuan Euler (phat biéu 2)

Vi p 1a mot s6 nguyén t6 1¢, (a, p) =1, khi d6 (Ej =a'"¥?(mod p)
Y

1.5 Tinh chat

-a=a(man) 5

(S0

.| — |=1
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Chirng minh.
Tinh chét i,iii hién nhién ding theo dinh nghia.

P P/LP

Vi (a_bj va [EJ(RJ déu chi c6 thé nhan gia tri 1a 1 hoiac -1, ma p=2 nén
p PP

khong xay ra trudng hop 1=-1(mod p), do d6 [a_bj = (EJ[E] :

G

Viéc xay dung tiéu chuan dé kiém tra mot sé c6 phai thang du toan phuong
modulo p hay khong c6 y nghia quan trong, ta ciing xem xét mot vai sé du thuong
gap.

1.6 Pinhly
Véi p 1a mot s6 nguyén 6 1é, [_—1J =1 khi va chi khi p=1(mod4).
p

Ch#rng minh:

Theo thiéu chuan Euler thi (_—1) z(—l)('o_l)’2 (mod p), suy ra (—1)(”_1)/2 1(mod p)

Y
, map lénén (—1)“’_1)’2 =1,dodo (p—1)/2 chinhay p=1(mod4).
1.7 Pinh Iy

Vi p 1a mot s6 nguy@n t6 1é. Khi d6 2 13 mot thang du toan phwong modulo p néu
p=+1(mod8) va la mot bat thang du toan phuong modulo p néu p =+3(mod8).
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Chirng minh:

Vé6i p=1(mod8), p=5(mod8), khi d6 4|( p—1), xét khai trién sau:
27 ( p2 1jl—2 46..(p-1)= 2.4.6....( pz_lj.(— p2_3j....(—5)(—3)(—1)
z(—l) Py ( p2 1) (mod p)

Vi (pT_lj' pj =1 nén chia ca 2 vé cho (pT—lj, ta duoc

2( p-1)/2

=(~1)"""*(mod p). Ap dung tiéu chuén Euler suy ra

(%) = (—1)(p_1)/4(mod p), map Ié nén (%] = (—1)( P Do d6 néu 2 1a mét thang

du toan phuong modulo p thi (—1)( P chén, dan dén p =1(mod8), néu 2 l1a mot
bat thing du toan phwong modulo p thi (—1)( P g, din dén p= 5(mod8).

Véi p=3(mod8), p=7(mod8), khido 4|(p+1), twong tw nhu trén ta xét khai
trién sau:

p—1>/2_(p7_1)! =246..(p-1)= 2.4.6....( pj’j.(— pz_lj....(—S)(—B)(—l)
(" 25 (mod )

Vi (pT_lj' pj =1 nén chia ca 2 vé cho (pT—lj, ta duoc

2( p-1)/2

g

N

(—1)(Io+1 " (mod p). Ap dung tiéu chuan Euler suy ra

(—1)(IO+1 " (mod p), map I¢ nén (E

] = (—1)( P Do d6 néu 2 1a mét thang
p
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du toan phuong modulo p thi (—1)( Py chén, dan dén p= 7(mod8), néu 2 1a mot

bat thang du toan phuong modulo p thi (—1)( P g, din dén p= 3(mod8).

1.8 Pinh ly

Véi p 1a mot s6 nguyén té 1¢, khi do:
I. -2 la mot thang du toan phuong modulo p khi va chi khi p=1,3(mod8)
ii.  3lamot thang du toan phuong modulo p khi va chi khi p=+1(mod12)
ii. -3 1a mot thang du toan phuong modulo p khi va chi khi p El( mod 6)
Iv. 5 lamot thang du toan phuong modulo p khi va chi khi p= il( mod 5)

Sau khi doc xong ching minh dinh 1y 1.7, da phan s& cam thay day 1a mot ching
minh dep nhung day ki thuat, khéng that tu nhién (tai sao lai 1a module 8?). Vay
thi viéc chirng minh cac dinh ly 1.8 va tim thém cac tiéu chuan khi can ciing s& kho
khan tuong tu? Bo dé Gauss s& dugc gidi thiéu, vai muc dich danh gia gia tri cia

a r.- r 4 A ~ A A A 2 hY A r
(—] Vai p cho trudce, hoac dé tim nhirng so nguyén t6 1é p ma nhan a cho trudc

lam thing du toan phuong. Phan tiép theo cua bai viét s& 1am ngudi doc thay
nhitng chitng minh trén sang sua hon rat nhiéu.

1.9B6 dé Gauss
Vi p 1a mot s6 nguyén 6 1¢, (a, p)=1. Xét tap cac thang du duong nho nhét

modulo p cua a,2a,3a,...,pT_1a. Goi N 1a sb thang du 16n hon g khi d6

Cherng minh:
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Nhan thiy a,?2a,3a,..., pT_la déu nguyén té ciing nhau véi p, va d6i mot khéng
dong du modulo p. Dt u,,u,,U,,...,u, 1a cac sé du 1én hon g VARVARVASSRVARS F-

cécsédu’nh(’)h(mg.Khidé M +N:pT_1.

Xét ddy s6 p—u,, p—U,, p—Us,..., p—U, la cac s6 duong nhé hon g nguyén té

cuing nhau véi p va d6i mot khong dong du modulo p. Hon nita, p—u, # v;, Vi, j
(néu u, =ar,v; =as thi ¢ u, +v, =a(r +s) hién nhién nguyén t6 cting nhau voi

pvir+s<p).

Dodoé p—u, p—Uu,, P—Us,..., p—Uy,V;, Vs, Vs,...,Vy, Chinh la tap hop

{1,2,3,4,...,'0—_1}.
2
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Ta nhan thay & phéat biéu cua bo dé Gauss gia tri cia s6 N khdng quan trong, diéu
ma ta thuc sy quan tam la tinh chan I (parity) cta N. Mot vi du sau s& lam tuong
minh hon ¥ nghia ctia b6 dé Gauss.

1.10 Y nghia cia bo dé Gauss
Ta c6 thé st dung bd dé Gauss dé tim cac sé nguyén té nhan 5 13 mot thang du

toan phuong. Ta xét ddy cac sb 5,10,15,...,5('“7_1j déu nho hon 57‘0 Trong day

nay, dé thay cac sé c6 sé du 16n hon g khi chia p chinh la cac s6 5j nam trong

cac khoang (g p};(?’?p,z pj. Do d6, ta can danh gia s6 cach chon j thoa man

(§<5j < pj;(:%p<5j < ZpJ. Pat p=20k +r (re{1,35,7,11,13,17,19}), bét
déng thiic tré thanh (10k +%<5j <20k + rj;(BOk +3—2r<5j <40k +2r).
Doi dén khi doc hét phan duwdi nay, nguoi doc hay tw gidi thich xem tgi sao lgi

chen con sé 20.

Tuong duong voi [ 2k + = < j<ak+ 1 |:[ 6k + 55 < j <8k + 2
10 5 10 5

Pén day, luu ¥ 1a ta chi quan tam dén tinh chéan Ié cua sé cach chon j. Ta ¢ nhan
Xét sau:

“Ki higu so so nguyén trong khodng (a,b) 1a n(a,b), khi d@s
n(a+t,b+t)=n(ab)van(a,b+t)=n(ab)+t”

Do d6, v6i t chan thi tinh chan 1& cia n(a,b+t) va n(a,b) 1a nhu nhau, nén dé xét
tinh chan lé cua s6 cach chon j thoa man 2k + é < j<4k+ g thue chat ta chi can

xet voi L<j<£.Tu’0‘ngtl_IVé’i 6k+£<j<8k+ﬂ ta dua vé xét g<j<£.
10 5 10 5 10 5
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Vi r=1, ¢6 0 cach chon — < j< T 0 cach chon S j< 2 hén téng sé cach
10 5 10 5
chon j 120, dan dén N =0, nén theo bd dé& Gauss thi 5 1a thing du toan phuong
cua p.
. , , r . r , 3r . 2r . L
Vai r=3, c0 0 cach chon — < j<—=, 1 cach chon — < j <— nén tong so cach
10 5 10 5

chonjl1a 1, din dén N =1, nén theo bd dé Gauss thi 5 khong 14 thang du toan
phuong cua p.

Dé& dang kiém tra qua tat ca cac gi tri cua r, ta rat ra két luan 5 1a thang du toan
phuong cua p khi r=1,9,11,19 hay khi p=+1+9(mod20).

Diéu nay twong duong véi két luan cia dinh 1y 1.8 trong bai trudc, 5 12 mot thang

du toan phuong modulo p khi va chi khi p =+1(mod5)

Qua vi du nay, ta thdy gia tri cia (E] chi phu thugc vao sé duw khi chia p cho
P

20=4.5, twong tw gia tri cua LZJ chi phu thugc vao sé dw khi chia p cho
p

28=4.7 Hay gia tri cia [EJ phu thugc vao sé duw khi chia p cho 8=4.2mata
P

dd xir 1y ¢ dinh ly 1.7, tir d6 ddn dén mét cach tiép cdn tw nhién hon rat nhiéu
cho dinh ly nay.
binh ly:

Véi p 1a s6 nguyén té l¢, khi d6 [Ej =1 khi va chi khi p=+1(mod8).
p

Charng minh:
Xét day 2,4,6,...,p—1 la cac s6 nho hon p va nguyén té ciing nhau véi p. Dé thiy

cac s6 ¢0 s6 du khi chia p Iérnho'ng la cac s6 c6 dang 2j ma g<2j< p. bat
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p=8k+r dugc 4k+%<2j<8k+r<:>2k+£< j<4k+%. Ta dua vé xét tinh
chén 1¢ cua s6 cach chon j thoa man £< j <L Thirvei r=1,35,7 dé dang nhan

duoc két qua r=1,7 thi N chin va khi d6 [gj =1.
P

Hay chitng minh cdc dinh ly sau:
Véi p 1a mot s6 nguyén té 1é, khi do:
V. -2 la mét thang du toan phuong modulo p khi va chi khi p El,S(mod 8)

vi. 3 lamot thang du toan phuong modulo p khi va chi khi p= il( mod12)
vii. -3 lamét thang du toan phuong modulo p khi va chi khi p=1(mod6)

Bai tap:
Bai 1: Cho a la mot thiang du toan phuong modulo p. Ching minh rang —a ciing
la thang du toan phuong modulo p khi va chi khi p= 1( mod 4).
\ 4 4 p_l
Bai 2: Ching minh rang vai p 12 mot s6 nguyén to lé thi > (i/ p)=0.

i=1

Bai 3: Cho p 1a s6 nguyén t6 1¢, g 1a bat thing du toan phwong nhé nhét cua p.
Chung minh rang q 1a sé nguyén té.

Bai 4: Cho p la s6 nguyén t6 1é bat ki. Chiing minh rang it nhat mot trong ba s6
2,5,10 la thang du toan phuong modulo p.

Bai 5: Cho P(x)=(x*-2)(x* —3)(x* —6). Chitng minh ring v&i moi s6 nguyén
to p, ludn ton tai so nguyén k sao cho p|P (k).

Bai 6: Xét da thic P(X)=x"+14x* —2x +1.
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Chtng minh rang ton tai sé tu nhién n sao cho P(P(P(....P(x)))) = x(mod101)

ntimes
Bai 7: Chirng minh ring khong ton tai cac sé nguyén dwong a,b,c sao cho
a’+b®+c?
3(ab+bc+ca)

la mot s6 nguyén.

Bai 8: (Iranian TST 2013) Chung minh rang khdng ton tai cac s6 nguyén duong
a,b,c sao choa’ +b? +c¢* chia hét cho 2013(ab+bc +ca).

Bai 9: Tim tat ¢ céc s6 nguyén duong n sao cho (2" —1)|(3"-1).

Bai 10: Tim céc s6 nguyén dwong m,n thoa man 7" =m? + m+1
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